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Ogolne rownanie krzywej przejsciowej dla rampy
przechytkowej w postaci wielomianu nieparzystego stopnia

The general equation of the transition curve for a superelevation ramp
in the form of an odd-degree polynomial
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Streszczenie: W artykule przedstawiono uproszczone rozwiazanie ogélnego réwnania krzywizny i wspétrzednych krzywych przejsciowych
odpowiadajacych rampom przechytkowym opisanym wielomianem o dowolnym nieparzystym stopniu, jak i podano rozwiazanie sciste.
Zestawiono szczegdtowe réwnania tych funkgji dla kolejnych stopni od 1 do 15, co umoZliwia ich praktyczne zastosowanie, wzajemne po-
rownanie oraz wykorzystanie w dalszych pracach teoretycznych. Przedstawienie catej rodziny krzywych przejsciowych za pomocg jednego,
uniwersalnego wzoru — wczesniej niewykorzystywanego — moze stanowi¢ uzyteczne narzedzie do badan nad optymalizacja ramp prze-
chytkowych i krzywych przejsciowych o zadanych wiasnosciach.

Stowa kluczowe: Rampa przechytkowa,; Rampa wielomianowa, Krzywa przejSciowa, Geometria toru kolejowego

Abstract: The article presents both a simplified solution to the general curvature and coordinates equations of transition curves correspon-
ding to cant ramps described by a polynomial of any odd degree, as well as the exact solution. Detailed equations of these functions are
provided for degrees from 1 to 15, enabling their practical application, mutual comparison, and use in further theoretical work. Describing
the entire family of transition curves using a single, universal formula—previously not employed—may serve as a valuable tool for research

on the optimization of cant ramps and transition curves with prescribed properties.
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Wstep

Rampy przechytkowe i krzywe przejscio-
we to bardzo wazne, najbardziej skom-
plikowane elementy geometrii toru
kolejowego. Na przestrzeni lat opraco-
wano wiele rozwigzar ramp przechyt-
kowych i krzywych przejsciowych o
roznych wiasnosciach geometrycznych
i kinematycznych. Miedzy innymi, temat
ramp przechytkowych i krzywych przej-
sciowych podnoszony byt w pracach [1],
[2], [3], [4], [5]. Szczegdlng grupa wsrdd
ramp przechytkowych sg rampy wielo-
mianowe 0 nieparzystych stopniach. W
artykule [6] wykazano, ze wszyst-
kie rampy przechytkowe w postaci
wielomianu nieparzystego stopnia sg
zwigzane ogolnym wzorem, w ktérym
jedynym parametrem jest stopien wie-
lomianu k:
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Podanie uniwersalnego réwnania dla
zdefiniowanej jak wyzej catej rodziny
ramp wielomianowych otworzyto moz-
liwos¢ sformutowania ogolnego row-
nania przebiegu (wspodtrzednych) krzy-
wych przejsciowych na ptaszczyznie x-y.

Ogéblne réwnanie krzywych
przejsciowych

Rownanie (1) zostato sprawdzone dla
wszystkich majacych praktyczne zna-
czenie przypadkow, az do 19 stopnia
funkgji wielomianowej [7]. Wzory na ko-
lejne funkcje ksztattu (funkcje bazowe)
ramp przechytkowych prezentujg sie
nastepujaco:

tatwo zauwazy¢ z tabeli 1, ze kolej-

ne funkcje odpowiadajg odpowiednio:
rampie liniowej (stopien 1), rampie Blos-
sa (stopien 3), rampie Watorka (stopien
5), rampie HHMP7 Hasslingera (stopien
7) oraz rampie HHMP9 Hasslingera (sto-
pien 9) [6]. Rampy wyzszych stopni nie
zostaty dotad wyczerpujaco opisane w
literaturze, poniewaz nie majg praktycz-
nego znaczenia.

Podstawiajac do réwnania (1) za ksi
wyrazenie s / L, gdzie s oznacza aktual-
ng dtugos¢ wzdtuz rampy, a L catkowitg
dtugos¢ rampy, wyrazenie przyjmie na-
stepujaca postac:

k . k+1
fi(s) = D7z
i=k;1

k! st

.i-(k—i)!-(k;—l)!-(i—%)!-ﬁ 2

Istniejg  dwie metody wyznaczenia
wspotrzednych funkgji krzywej przej-
sciowej. Pierwsza polega na wykorzysta-
niu zdefiniowanych funkgji y(x), a druga
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Tab. 1. Funkcje ksztattu kolejnych wielomianowych ramp przechytkowych

Rampa st. 1-ego: ()=

1§

Rampa st. 3-ego: (§)= 3¢M2 - 26”3
Rampa st. 5-ego: (€)= 108”3 - 156 + 6§"5
Rampa st. 7-ego: f(§)= 35¢™M - 845 + 7086 - 2057

Rampa st. 9-ego: (€)=

126675 - 4206%6 + 540€/7 - 3156°8 + 7069

Rampa st. 11-ego: f(§)=

462876 - 198087 + 3465¢"8 - 30805"9 + 138610 - 25281

Rampa st. 13-ego: (€)=

171687 - 9009¢"8 + 2002089 - 24024510 + 1638051 - 60065M2 + 924EM3

Rampa st. 15-ego: (€)=

6435¢"8 - 4004089 + 108108¢"0 - 16380061 + 15015082 - 8316083 + 2574054 - 343265

Rampa st. 17-ego: f(€)=

243108"9 - 1750326M0 + 55692081 - 102102082 + 117810053 - 87516054 + 408408EM5 - 109395¢46 + 12870EM7

Rampa st. 19-ego:

(€)= 92378EM0 - 7558208M 1 + 27713405M2 - 596904083 + 831402054 - 7759752¢"M5 + 4849845¢M6 - 195624057 + 46189088 - 4862059

na obliczeniu wspoétrzednych z rownan
parametrycznych y(s) i x(s). W artykule
przestawiono uogodlnione  réwnania
krzywych przejsciowych przy wykorzy-
staniu kazdej z metod.

Réwnanie krzywej przejsciowej
w postaci y(x)

Majac ogdiny wzdr na rampy przechyi-
kowe, mozna w zwiezty sposéb opisac
krzywe przejsciowe odpowiadajace tym
rampom. Krzywizna dowolnej funkcji na
plaszczyznie x-y wyliczana jest ze zna-

nego wWzoru:
d%y
dx?

<1 (@) )3/2 3)

Krzywizna funkcji opisujacej krzywa
przejsciowg zmienia sie zgodnie z funk-
Cja ksztattu rampy przechytkowej wzdtuz
dtugosci s, a nie bezposrednio wzdtuz x.
Jako Zze stosowane w praktyce krzywe
przejsciowe wykazuja niewielkie warto-
$ci kata stycznej do osi X, uzasadnione
jest zastosowanie uproszczenia poprzez
pominiecie mianownika we wzorze (3),
poniewaz jego wartos¢ jest w praktycz-
nych przypadkach rowna w przyblizeniu
1. Zatem wzor (3) mozna uprosci¢ do
postaci:

Kk(x) =

2

4y 4

K(x) = i

Tak przedstawione rozwigzanie jest na-
dal obecne w literaturze $wiatowej oraz
w wytycznych projektowania obowia-
zujacych w réznych krajach. Wiedzac,
ze krzywizna krzywej przejsciowej jest
opisywana przez funkcje ksztattu rampy
przechytkowej, podzielong przez war-
tos¢ promienia tej funkcji na jej koncy,
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podstawiajgc ogolne réwnanie funkgji
ksztattu wielomianowej rampy przechyt-
kowej, dostajemy:

w-on G- E 6
A przy zadanej krzywiznie poczatkowej
=1/R1ikrzywiznie korcowej

k
K=K+ (K=K Y (D)5
=3
k! xt
il (_)1 (l_M). (0

.i-(k

Dwukrotne catkowanie wyrazenia (5)

przedstawia sie nastepujaco:
k

k1
W) =5 Y D7
T
v
k! xl+2 C C
. =+ Cx +
CarD a2 G- (S ) B T
(7)

State C, i C, przyjmujg wartosci zerowe
na podstawie warunku zanikania krzywi-
zny funkcji w punkcie (0,0), a takze z wa-
runku stycznosci krzywej do osi X w tym
punkcie. W efekcie uproszczony wzor na
przebieg dowolnej krzywej przejsciowej
odpowiadajgcej rampie przechytkowe;
opisanej wielomianem o nieparzystym
stopniu k przyjmuje nastepujacg postac:
k

1 . k+1
n@ =2 > D77

et
==

k! xit2

RS
(8)

.i-(i+1)-(i+2)-(k—i)!-(

Tak sformutowany problem zwraca na-
stepujgce wzory opisujace wspotrzedne
(xy) kolejnych funkgji krzywych przej-
$ciowych, od stopnia 1.do 15

Powyzsze wzory odpowiadaja kolej-
no krzywym przejsciowym: znanym z li-
teratury parabolicznej krzywej 3. stopnia
oraz krzywej Blossa, krzywej przejscio-
wej dla rampy Watorka, dwom krzywym
odpowiadajacym rampom Hasslingera
oraz trzem kolejnym krzywym, ktére naj-
prawdopodobniej nie byty dotad opisy-
wane w literaturze. Nalezy zaznaczy¢, ze
krzywizna krzywych przejsciowych dla
ramp 7. i 9. stopnia zostata przez Has-
slingera zdefiniowana w sposob nieco
odmienny [8]; jednak dla zachowania
spojnosci przedstawiono  rozwigzania
wynikajace bezposrednio ze wzoru (8).

Réwnanie krzywej przejsciowej
w postaci parametrycznej

Drugi sposob okreslenia przebiegu krzy-
wych przejsciowych to wyznaczenie w
Scisty sposdb wspétrzednych funkgji w
sposob parametryczny. Dla przejrzysto-
$ci, mozna zapisa¢ wspoétczynnik liczbo-
wy ze wzoru (2), zalezny tyko od k oraz
i, jako A. Mozna tez chwilowo pomingc
dokfadne wartosci dolne i gérne sumo-
wania. Mamy zatem:
fe(s) =) A E )

Zdefiniujmy krzywizne jako pochod-
ng kata nachylenia stycznej w punkcie
funkgj

(10)

do
K(s) = T

Zatem wartos¢ funkgji kata wyraza wzor:
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6(s) = fsx(s) ds =f (ZAJ—Z)ds =
0 L \4
i+1

1[5 . s
:ZAiﬁfos ds:ZA"—(Hl)Li (11)

Ostatecznie, ogdlne réwnanie funkgcji
kata stycznej rodziny krzywych przej-
sciowych odpowiadajacych wielomia-
nowym rampom przechytkowych o
nieparzystych stopniach k okreslone zo-
stato wzorem (12).
k
. k+1
0(s) = D"z -
._k+1
2
k! 5i+1

i-(i+1)-(k—i)!-(kz;l)!-(i—%)! i

(12)
Z klasycznego ukfadu Freneta mamy:

X' (s) = cos0(s); yi'(s) =sinb(s) (13)

Po operacji integrowania otrzymujemy
ostateczne, nieupraszczalne wzory (14-
15) na wspotrzedne (xy) krzywych przej-
sciowych zaczynajacych sie w punkcie
(x,y,). W odréznieniu od wzoru (8), sa
to juz doktadne réwnania, ktére nalezy
stosowac przy projektowaniu krzywych
przejsciowych.
k

X (8) = xo + Jscos< Z (—1)i_%-
0

._k+1
i=—5—

2

) k! Si+l p
. — S
D G-t EGhra - B

Yi(s) =yo + f()ssin( Z

k! si+1

.i-(z+1)-(k—i)!-(k2;1)!-(i—%)!.T) “

(15)
Powyzszych wzorow nie da sie zapisac
bez operatoréw catkowania. Jest to spo-
wodowane funkcjami wielomianowymi
wewnatrz funkgji trygonometrycznych i
nie istnieja zamkniete formy analityczne
takich wyrazen.

Réwnania catkowe w praktyce obli-
czane sg z duzg doktadnoscig metodami
numerycznymi lub poprzez rozwiniecie
funkgji podcatkowych w szereg, a na-
stepnie obliczenie ich postaci analitycz-
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nej. Doktadnos¢ tego podejscia wigze
sie z przyjeciem do obliczert odpowied-
niej liczby wyrazéw rozwiniecia szeregu.
Obydwie metody daja w rezultacie do-
kladnosci w zupetnosci wystarczajace
do zastosowan inzynierskich.

Podsumowanie

W niniejszej pracy, wykorzystujac ogdl-
ne réwnanie funkgji ksztattu ramp prze-
chytkowych zapisanych w postaci wie-
lomianéw o nieparzystych stopniach,
wyprowadzono uproszczone ogolne
rownanie krzywizny krzywych przejscio-
wych odpowiadajgcych tym rampom
(5), a takze uproszczone ogdlne réwna-
nie tych krzywych na ptaszczyznie x-y
(8). Uproszczenie to moze znalez¢ za-
stosowanie w pracach koncepcyjnych
lub w sytuacjach, gdy nie s3 dostepne
zaawansowane narzedzia obliczenio-
we do wyznaczania wspoétrzednych
krzywych przejsciowych. Na przykfad,
Z uproszczonego wzory, dla rampy li-
niowej otrzymuje sie funkcje bedaca
parabolg trzeciego stopnia, mimo ze
funkcjg bardziej wiasciwg jest klotoida.
Nastepnie, korzystajac z wyprowadzo-
nego wzoru na rodzine krzywych przej-
sciowych odpowiadajacych  rodzinie
wielomianowych ramp przechytkowych
0 nieparzystych stopniach, wyznaczono
wspdtczynniki kolejnych funkgji i przed-
stawiono ich kompletne postacie anali-
tyczne (tabela 2).

Podano tez wzory sciste okreslajace
przebieg kata nachylenia stycznej do
krzywej przejsciowej (12) i wspdtrzedne
funkcji rodziny krzywych przejsciowych
w postaci parametrycznej (14-15). Te
wzory s3 wifasciwymi do uzywania w
projektowaniu uktadéw geometrycz-

nych toréw. Z powoddéw opisanych w
niniejszej pracy, nie moga miec¢ jednak
zamknietej formy algebraicznej, pomija-
jacej operatory catkowania.

Autor ma nadzieje, ze w Srodowisku
naukowym bedg prowadzone dalsze
badania nad geometrig i wiasciwoscia-
mi kinematycznymi ramp przechytko-
wych oraz odpowiadajacych im krzy-
wych przejsciowych. 4
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Tab. 2. Funkcje kolejnych krzywych przejsciowych

) =2
T T)
1 x* x5
s =5 G~ o)
) = 1 x x° N x7
s =g GE 3 7R
o 1 x° 29(7_}'5x8 5x°
Y1) = g GE 5 Y a1
()_1 3x7 15958_i_15x9 79(10_‘_79511
Yo =g Cr ~ 5 Y2 T2 T
()_1 33x8 55x"+77x10 28x11+21x12 21x13
Y =g GrE ~ 57 ° 2010 131
1 143x° 1001x'® 182x'* 182x'2 105x'® 33x'* 44x'S
Y =g e o T T o Tz o
1 143x10 364xM  819x12 1050x'3 825x!* 396x!5 420x16 429x17
ylS(x):E( ] + 0 i + Az i3 + 2014 34145

35

ﬁrzeglqd komunikacyjny



