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Ogolne rownanie rampy przechytkowej
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The general equation of the superelevation ramp
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Streszczenie: W artykule przedstawiono rozwigzanie ogdlnego réwnania rampy przechytkowej w postaci wielomianu o dowolnym, nie-
parzystym stopniu, co stanowi podstawe do analizy i projektowania bardziej zaawansowanych profili ramp w infrastrukturze kolejowej.
Zaprezentowano wygodng i uniwersalng metode wyznaczania funkgcji wielomianowych dowolnych stopni oraz zestawiono szczegdtowe
réwnania tych funkcji dla stopni od 1 do 15, umozliwiajac ich praktyczne zastosowanie i poréwnanie. Wykazano, ze zaréwno popularna ram-
pa liniowa, jak i rampa Blossa, rampa Watorka oraz rampy Hasslingera sg szczegdélnymi przypadkami jednej rodziny ramp przechytkowych
opisanych wielomianami stopnia nieparzystego. Takie ujecie pozwala na ich opisanie wspdlnym, uniwersalnym wzorem, ktéry moze stuzyc
jako narzedzie do dalszych badan i optymalizacji ramp przechytkowych o zadanych wiasnosciach.

Stowa kluczowe: Rampa przechytkowa; Rampa wielomianowa,; Geometria toru kolejowego

Abstract: This article presents a solution to the general equation of a railway cant ramp in the form of an arbitrary odd-degree polynomial,
providing a foundation for the analysis and design of advanced ramp profiles within railway infrastructure. The paper introduces a conve-
nient and universal method for determining polynomial functions of any odd degree and provides explicit equations for these functions
ranging from degree 1 to 15, facilitating practical application and comparison. It is demonstrated that the commonly used linear ramp, as
well as the Bloss, Watorek, and Hasslinger ramps, are particular cases within a single family of cant ramps described by odd-degree polyno-
mials. This unified approach enables all such ramps to be expressed using a common, general formula, which can serve as a powerful tool
for further research and optimization of railway cant ramps with desired characteristics.

Keywords: Superelevation ramp,; Polynomial ramp; Railway track geometry
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Rampy przechytkowe stanowig istotny
element infrastruktury kolejowej. Po-
mimo iz — gtdwnie z powoddéw histo-
rycznych — w praktyce stosuje sie nie-
mal wytgcznie najprostsza, a zarazem
najmniej korzystng z punktu widzenia
kinematyki rampe liniowa, nadal pro-
wadzone s3 badania teoretyczne nad
opracowywaniem lepszych funkcji opi-
sujacych przebieg rampy [1, 2].

Rampa przechytkowa powinna za-
pewnia¢ bezpieczng zmiane przechyt-
ki pomiedzy odcinkami o réznych jej
wartosciach. Ogdélne réwnanie rampy
przechytkowej mozna  przedstawic
wzorem (1) jako sume wartosci prze-
chytki poczatkowej D, iiloczynu roznicy
przechytki korcowej D, i poczatkowej
D, oraz odpowiednio dobranej funkdji
bazowej f(x), ktdra zmienia sie ptynnie
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w zakresie od zera (na poczatku rampy)
do jednosci (na koricu rampy). W naj-
czestszym przypadku, gdy przechytka
zmienia sie od zera to pewnej warto-
$ci, wzor ten zredukuje sie do iloczynu
docelowej wartosci przechytki D oraz
funkcji bazowej fix) — wzor (2).

D(x) =Dy + (D —Dy) - f(x) (1

D(x) =D f(x) )

W niniejszym artykule skupiono sie na
funkcjach  wielomianowych o stop-
niach nieparzystych, ktére wybierane
53 ze wzgledu na symetrie warunkow
brzegowych. Wielomiany te pozwalajg
na wyzerowanie kolejnych pochod-
nych na koncach analizowanego prze-
dziatu, co jest niemozliwe w przypadku
wielomiandw stopnia parzystego bez
dodatkowych modyfikacji. Nalezy jed-

nak zaznaczy¢, ze rowniez rampy wielo-
mianowe stopnia parzystego sg przed-
miotem badan—przyktadem moze by¢
rampa szostego stopnia opracowana
przez Mieloszyka i Koca [3].

Analiza funkcji wielomianowej
nieparzystego stopnia k

Réwnanie rampy przechytkowej opisa-
nej wielomianem stopnia k, gdzie k jest
liczba nieparzysty, przy zadanej dtugo-
$ci rampy L, mozna przedstawi¢ w na-
stepujacej postaci:

fe@) =Aog+A1-§+ A, '§2+"'+Ak'§k(3)
gdzie A, A, ... A, to wspotczynniki licz-
bowo okreslajgce wielomian, a ¢ to

znormalizowana wspotrzedna dtugosci
rampy, dana jako:
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§=7, 0s=¢s<1 )
Wyrazenie (3) mozna réwniez zapisa¢ w
postaci zwieztej sumy skoriczonej:

AGESWIR (5)
i=0

W powyzszych rownaniach wystepuje
tacznie (k + 1) niewiadomych wspot-
czynnikéw A. Jednak potowe tych
wspotczynnikdw  mozna  wyznaczyc
(lub wyeliminowac), narzucajac warun-
ki zerowania sie funkcji oraz jej kolej-
nych pochodnych w punkcie é=0:

fe0) =0 = 4,=0
d—Q‘(O)_o = A4,=0

7 ©)
dPfi oS _

Uzyskane w ten sposob warunki po-
zwalajg wyeliminowac¢ wspotczynniki
do rzedu p, gdzie p obliczamy ze wzoru
(7). Liczba r wedtug wzoru (8) oznacza
numer kolejnego niezerowego wyrazu
wielomianu, liczac od funkgji liniowej w

gore.
p=— (7)

r=p +1= T (8)
Rownanie (5) upraszcza sie wiec do po-
staci:

f®) =) Ap-¢ ©)
Pozostate wspotczynniki A wyznacza
sie, naktadajac warunki zerowania kolej-
nych pochodnych w punkcie é=1 oraz
wymuszajac wartosci funkcji rownej 1
dla koricowej rzednej rampy. Kolejne
pochodne funkcji maja postac:

fie(©) :Zk:Ai'fi

k

d .
e = DR

i’ (10)

d
—fk(f)

k
i Zi-(i—l)-“.-(i—(p—1))-,qi-gifp

i=r

lloczynj-(i-1)-..-(i—=p+ 1) mozna
wygodnie zapisac jako:
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i-p+1D=

Zatem pochodna rzedu p funkcji wielo-
mianowej stopnia k ma postac:

k
drf, i! "

dg:(f) =;(i_—p)!'Ai'f " (12)
Podstawiajagc é=1 oraz uwzgledniajgc
warunki brzegowe, otrzymujemy ogol-
ny wzor zerowych sum:

k
i!
. A4:=0
Z(i—p)! '
i=r

(13)

Aby wyliczy¢  pozostate nieznane
wspotczynniki, nalezy rozwigza¢ uktad
(p+ 1) rownan (jedno réwnanie warun-
ku brzegowego funkgcji oraz p rownan
warunkow brzegowych kolejnych po-
chodnych funkcji:

Z{"c:rAi =1

k ,
Z(l—l)' =0

k
Z —y A= 0

Rozwiazanie tego uktadu rownan spro-
wadza sie do wyznaczenia niewiado-
mych na drodze przeksztatcerh macie-
rzowych. Macierz gtéwna ukfadu dla
stopnia 1, wraz z macierzag wyrazow
wolnych, mozna zapisa¢ w sposob
0gdlny jako:

Powyzszg macierz mozna zapisa¢ w
postaci pokazujgcej schemat wystepu-

jacy w wartosciach jej elementéw oraz

wykorzystujac tylko jedng zmienna, w
tym przypadku zdecydowano sie na
zmienng r:

+1)!

T

o r+D!
r! (r+1)!
o

(r+2)! (2r—1)!

r+2)! @r—1)!

(r+2)! @r-1)! 0
r! (r+1! @2r-2)!

r! r+1)! @r-1)!

(r=1! (2r=3)!

(r+ 1!

(2r-1)!
2! r!
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Prawidfowos¢, ktéra sie pojawia mozna
wykorzystac do okreslenia wartosci do-
wolnego elementu lezacego w rzedzie
m i kolumnie n:

(r+n-1)!
(r—m+n)!

Amn =

(17)

Rowniez macierz dofgczong reprezen-
tujacg wyniki warunkéw brzegowych
mozna przedstawi¢ w zwieztej formie,
gdzie nawias kwadratowy oznacza
czes¢ catkowitg (ceche) liczby:

B

Zaczynajac od macierzy jednoelemen-
towej (odpowiadajgcej rampie liniowe))
i rozszerzajac ja zgodnie ze wzorem (17)
poza jej zakres, otrzymuje sie tablice
(tabela 1), w ktorej mozna odszukac ze-
staw wspotczynnikdw niezbednych do
rozwigzania krzywej wielomianowej o
zadanym stopniu.

Wyliczone ze wzoru (17), badZ od-
szukane w tabeli 1, wartosci tworzg
macierz R. Poniewaz macierz dotgczona
posiada jedynke w pierwszym wierszu
i zera w pozostatych, rozwigzanie ukfa-
du réwnan (14) - reprezentowanego
przez kwadratowg macierz gtéwng o
wymiarze r i odpowiadajaca jej macierz
dotgczong (16) - stanowig elementy b,
pierwszej kolumny macierzy odwrot-
nej do R. Elementy te tworzg macierz
wspdtczynnikow wielomianu stopnia k:

wm:{ldlamzl

Odlam>1 (18)

AW = [b11 b2y - bral (1 9)
Poszczegolne  wspodtczynniki -~ funkcji
wielomianowej stopnia k mozna przed-
stawi¢ za pomocg wzoru (20), natomiast
réwnanie funkcji wielomianowej za po-
mocg wzoru (21). We wzorach tych RTG/b
oznacza odpowiednig transponowang

macierz dopetnien algebraicznych.

L. - ST
T LT det(R)

L r+1,1

f®) = ZA g = Zbl = Sah)
Dalsze przeksztatcanie funkgji (21) i wy-
razenie wartosci wspotczynnika A jedy-
nie za pomoca r lub k jest teoretycznie
mozliwe, lecz praktycznie bardzo ucigz-
liwe. Znacznie wygodniejszym po-
dejsciem jest rozwigzanie uktadu (16)

#21)
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jedng z wielu metod rozwiazywania
macierzy ze wspomaganiem kompute-
rowym. Wyznaczenie ogdlnego wzoru
na szukane wspodtczynniki moze zostac
utatwione dzieki zastosowaniu sztucz-
nej inteligencji, szczegdlnie po uprzed-
nim ich numerycznym wyznaczeniu.

Rozwiazania dla kolejnych funkgji
wielomianowych

Wyznaczenie wspotczynnikdw  szuka-
nej funkcji wielomianowej zadanego
stopnia polega na rozwigzaniu ukfadu
réwnan utworzonego z macierzy gtow-
nej oraz macierzy wyrazow wolnych.
Obliczer dokonano za pomoca algoryt-
mu komputerowego on-line [6], wyko-
rzystujgc metode macierzy odwrotne).
Tabela 2 przedstawia zestawienie wy-
znaczonych funkgji  wielomianowych
ramp przechytkowych o kolejnych nie-
parzystych stopniach k. Kazdy wiersz
odpowiada rozwigzaniu uzyskanemu
zgodnie z opisanymi wczesniej warun-
kami brzegowymi i uktadem macierzo-
wym. Z kolei tabela 3 grupuje wartosci
wspotczynnikow liczbowych stojacych
przy kolejnych potegach & w poszcze-
golnych funkcjach.

Znajac juz wartosci wspotczynnikdw
liczbowych, mozliwe jest wyznacze-
nie ogdlnego wzoru opisujacego ich
rozmieszczenie, na przyktad z wyko-
rzystaniem algorytmow sztucznej in-
teligencji. W niniejszej pracy postuzono
sie modelem GPT-4.1, ktéry przeszukat
zasoby internetowe dotyczace sklasy-
fikowanych ciggéw liczbowych oraz
wykorzystat zrodta [7], [8], [9], [10]. Po
wielu probach doboru pojedynczej
funkcji opisujgcej caty zbidr, trojkat
liczbowy — przedstawiony w tabe-
li 2 — zostat wyrazony ogdlng formuta
podang w rownaniu (22). Podany wzor
zostat zweryfikowany dla funkcji wielo-
mianowej stopnia 15, dajgc prawidfo-
we wyniki. Nie ma jednak pewnosdi,
7e ponizsza formuta jest poprawna dla
wielomiandw wyzszych stopni. Stoso-
wanie ramp przechytkowych w posta-
Ci wielomiandw o stopniach wyzszych
niz 11 wydaje sie natomiast watpliwe z
praktycznego punktu widzenia.
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@2n+ 1!

T(n,s) = (_1)5.(n+s+1)-(n—s)!-n!-s!

(22)

W rezultacie ogolny wzoér na rampe
przechytkowg w postaci wielomianu
nieparzystego stopnia k mozna przed-
stawi¢ w postaci algebraicznej zalezne;
vvy’rqczme od stopnia vv|e|om|anu

k+1 k+1 -1, k1
T -Li-— .

_k+1

fie@) =

Y gl =

=Xt

i

(23)

Nalezy jeszcze w réwnaniu (22) zastapic¢
wyrazenia zwigzane z n oraz s (wzory
(24)-(29)) odpowiednimi wyrazeniami
w zaleznosci od stopnia wielomianu k
oraz kolejnej iteracji i.

k—1
n=-—- (24)
s=1—¥ (25)

k-1
2-n+1=2-T+1=k (26)
k-1 k+1
n+S=T+l—T=l—1 (27)
k-1  k+1 .
n-s=—— l+T—k—l (28)
n+s+l=i-1+1=i (29)

Wowczas ostatecznie wzor przyjmie
nastepujaca postac:

k!

k
. k+1
f@®= > (D77 - ¢
k _ZLI i'(k*i)!'(k—zl)!'( k';l)l
2

i=

(30)

Sprawdzenie przypadku rampy pigtego
stopnia (tzvv rampy Watorka):

fs(§) =(D° R TIVIE vf + (=D T 1,52 (D STor 2 2!‘55
120 120 120
=47 377 £‘+ﬁ &= 10{3 15¢% + 6&°
(31)
Wyniki  przeprowadzonej weryfikacji

potwierdzaja, ze wzor (30) stanowi po-

Tab. 1. Uogdiniona tablica elementdw macierzy gtdwnej

5 6 7

8

10 1 11 13

T 3 840

1680
£220

2 |
T
12
m
1320

11880
95040

1 1
8
56
336

1

10

90
720
5040
20240

j!
1y
110
9908
7920
szaad]

13]

156§
1718
17180)
154440

14
182
2184
24024
240240

15|

210
2730|
32760
360360

1] 1 1 1

\ 3] Fl & 7|

\ X 3 12 2 39 2

\ \ L 24) E 12 210}
3

=[<Jaa] =[]

40320

P
604800 1663200

2
3991680

53ceo|
8648640

2162160
17297280

3603600
32432400

181440

\ \

elementy macierzy dla wielomianu 13-ego stopnia

elementy macierzy dia wiclomianu 11-ego stopnia

elementy macierzy dia wielomianu 9-ego stopnia

glamenw macierzy dia wielomianu 7-ego stopnia

elementy macierzy dia wielomianu S-ego stopnia

N essnenty macierzy dis wielomianu 3-ego stopnia

\

\rampa liniowa

Tab. 2. Funkcje wielomianowe kolejnych nieparzystych stopni

k |r (&) uwaga
funkcja
e 5 liniowa
2 3 f. paraboliczna
302 3-2% (Blossa)
3 4 5 rampa
513 108 - 158 + 6& Watorka
4 s 6 7 HHMP7
7|4 35" - 848 + 70E° - 208 Hasslingera
5 6 7 3 9 HHMP9
9|5 1268° - 420&° + 5408 - 315&° + 70& Hasslineora
6 _ 7 8 9 10 _ 11 szerzej
116 462° - 198087 + 3465E° - 3080&° + 1386&'° - 252¢ nieopisana
7 8 9 10 1 12 13 szerzej
137 1716E" - 9009&" + 200208’ - 24024&" + 16380&"" - 6006 + 924¢ nieopisana
15 | 8 | 64356 - 40040 + 108108E" - 1638008 + 150150&" - 83160&" + 257408 - 3432¢' szerz€)
nieopisana
Tab. 3. Wspdtczynniki liczbowe kolejnych funkcji wielomianowych
S
0 1 2 3 4 5 6 7
0 1
1 3 2
2 10 -15 6
— 3 35 -84 70 20
- 4 126 -420 540 315 70
5 462 | -1980 3465 -3080 1386 252
6 1716 [ -9009 [ 20020 | -24024 | 16380 | -6006 924
7 6435 | -40040 | 108108 | -163800 | 150150 | -83160 | 25740 | -3432
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liniowa (k=1)

Bloss (k=3) ==——Watorek (k=5) ====HHMP7 (k=7)

L/2 L

HHMP9 (k=9) == nieznana (k=11)

1. Poréwnanie przebiegu ramp przechytkowych o stopniach 1 do 11

prawne i wygodne narzedzie do opisu
dowolnej rampy przechytkowej o nie-
parzystym stopniu, gdzie jedynym pa-
rametrem definiujagcym jej ksztatt jest
stopien wielomianu. Rysunek 1 ilustruje
przebiegi funkcji wielomianowych opi-
sujacych rampy przechytkowe o niepa-
rzystych stopniach od 1 do 11.

Podsumowanie

Rampa przechytkowa, jako kluczowy
element infrastruktury kolejowej, nie-
zmiennie pozostaje przedmiotem za-
rowno badan teoretycznych [3, 5], jak
i praktycznych wdrozen [2]. Na prze-
strzeni ostatnich stu piec¢dziesieciu lat
powstato wiele interesujacych rozwia-
zan (m.in. Vojacec — 1868, Schramm
- 1872, Ruch - 1903, Watorek — 1907,
Bloss — 1936, Klein — 1937, Mieloszyk /
Koc - 1991, Hasslinger — 2001), z kto-
rych kazde przewyzsza liniowa rampe
przechytkowg pod wzgledem wiasci-
wosci kinematycznych. Pomimo ewi-
dentnych zalet modeli nieliniowych, to
wiasnie rampa liniowa wcigz dominuje
w praktyce, gtéwnie ze wzgledow hi-
storycznych, przyzwyczajeh oraz pro-
stoty wykonania.

W ostatnich latach na szczegding
uwage zastuguje zestaw ramp nieli-
niowych (w tym rampy wielomiano-
we siédmego i dziewigtego stopnia)
dedykowanych dla krzywej przejscio-
wej wiedenskiej [1, 4]. Rozwigzania te
ZNnaczaco poprawiajg parametry dyna-
miczne ruchu pojazdow szynowych
poprzez zagwarantowanie zerowania
pochodnych funkcji rampy nawet do
czwartego rzedu. Wielomiany wyzszych
stopni (np. wiekszych niz dziewiaty)
umozliwiajg uzyskanie jeszcze lepszego
dopasowania rampy do odcinka pro-
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stego i tuku kotowego, dzieki ptynnemu
wygtadzaniu kolejnych  pochodnych
funkcji bazowej na kranicach przedziatu.
Wada tego rozwigzania moze by¢ jed-
nak zwiekszone nachylenie rampy na
odcinku srodkowym oraz potencjalne
trudnosci wykonawcze, cho¢ mozna je
czesciowo ograniczy¢ stosujac dtuzszg
rampe przechytkowa.

W niniejszej pracy przedstawiono
zwarte, uniwersalne rozwigzanie na
0ogdlng funkcje bazowa rampy prze-
chytkowej w postaci wielomianu o nie-
parzystym stopniu. Proponowany wzor
stanowi wygodne narzedzie do wyzna-
czania ramp o maksymalnej dla danego
stopnia liczbie kolejnych pochodnych
zerujacych sie na koncach przedziatu
0 < ¢ < 1. Przy wyborze odpowiedniej
rampy przechytkowej nalezy miec¢ na
uwadze $cisty zwigzek z charakterystyka
krzywej przejsciowej, ktorego Zrodtem
jest zasada zgodnosci (wprost propor-
cjonalnosci) zmiany krzywizny krzywej
przejsciowej z przebiegiem funkgji ba-
zowej przechyiki.

W dobie podnoszacych sie pred-
kosci kolejowych oraz dynamicznego
rozwoju technologii projektowania, bu-
dowy i utrzymania infrastruktury, wyko-
rzystywanie XIX-wiecznych krzywych
przejsciowych (takich jak klotoidy czy
parabole trzeciego stopnia) w potacze-
niu z liniowymi rampami przechytko-
wymi nie wydaje sie juz rozwigzaniem
optymalnym. Stosowanie ramp o prze-
biegu sinusoidalnym lub wielomiandw
wyzszych stopni (np. 7. lub 9. stopnia)
oraz odpowiadajacych im krzywych
przejsciowych, umozliwia osiggniecie
lepszych parametrow technicznych i
komfortu jazdy w nowoczesnych wa-
runkach eksploatacji kolei.

Warto réwniez podkresli¢, ze stoso-
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wanie liniowych ramp przechytkowych
i utrzymanie ich w praktyce jest scisle
rzecz biorgc niemozliwe. Wynika to z
faktu, ze szyny kolejowe jako elementy
ciagte o okreslonej sztywnosci materia-
towej zawsze beda wykazywac pewien
stopien wyokraglenia na poczatku i
koncu rampy wskutek wymuszonych
sit i momentow zginajacych. Z tego
wzgledu rodzi sie pytanie: dlaczego
nie projektowac ramp przechytkowych
w taki sposéb, aby to wyokraglenie
byto zamierzone i kontrolowane, na
przyktad poprzez stosowanie ramp w
postaci wielomiandw nieparzystych
wyzszego stopnia niz pierwszy? Autor
niniejszego artykutu wyraza nadzieje,
7e przedstawione rozwazania stang sie
punktem wyjscia do szerokiej dyskusji
na temat wad, zalet oraz mozliwosci
technicznych rozpoczecia praktyczne-
go stosowania ramp przechytkowych
o korzystniejszych wtasciwosciach ki-
nematycznych — podobnie jak ma to
miejsce np. w Austrii. €
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