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Analityczne metody rozwigzania réwnan
ruchu, opisujacych dynamiczng odpowiedz
drég szynowych stanowig wcigz atrakcyjny
sposob badania tych zagadniert w odniesie-
niu do metod numerycznych. W rozumieniu
autoréw pot-analityczna metoda oznacza
aproksymacje funkcji, wystepujacych w pro-
cedurze obliczeniowej. Dotyczy to w szcze-
golnosci zastosowania szeregoéw Fouriera i
teorii falkowej.

Obszerny przeglad badan, dotyczacych
dynamiki drég szynowych znajduje sie w
pracach [5,6,19]. W artykule przedstawiono
aktualny stan badan dynamiki drég szyno-
wych z zastosowaniem metod analitycz-
nych i pot-analitycznych oraz wskazano
gtowne kierunki rozwoju tych ujec.

Droga szynowa jako struktura
jednowarstwowa - tor bez imperfekcji

Najstarszy, a jednoczednie najczesciej sto-
sowany model drogi szynowej, to pryzma-
tyczna, nieskonczonej dtugosci belka Eu-
lera-Bernoulliego  (reprezentujgca  szyne),
spoczywajaca na ciggtym, sprezystym, jed-
noparametrowym podtozu Winklera (opisu-
jacym przytwierdzenia, podktady, podsypke
i podtorze), obcigzona jedng sifg lub ukfa-
dem sit skupionych (modelujgcym pojazd
szynowy), poruszajacych sie ze stata predko-
$cia. Aby model ten mégt by¢ przydatny do
opisu dynamicznej odpowiedzi drogi szyno-
wej nalezy przyjac¢ wiele zatozen, z ktérych
najistotniejsze to:
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1. Parametry mechaniczne drogi i obcia-
Zenia sg symetryczne wzgledem osi
toru,

2. Parametry mechaniczne szyny i pozo-
statych elementéw drogi szynowej s3
state wzdtuz toru,

3. Droga szynowa nie ma imperfekcji geo-
metrycznych.

Model ten, w przypadku pojedynczej, jed-
nostkowej sity P=1, opisuje znane réw-
nanie (por. np. [6,20]):

El%+m%+U)':(F=l)5(X,7) m

gdzie:

El — sztywnos$¢ zginania belki (jednej szyny)
(Nm?J;

m - masa jednostkowa szyny, z ewentual-
nym uwzglednieniem masy podktadu
i warstw sypkich podfoza, aktywnie
wspotdrgajacych  (w fazie) z szyna
tkg/m];

U - jednostkowa sztywnos$¢ podtoza szyny
[N/m2];

S(xt) — dystrybucja Diraca;

X — potozenie sity na szynie w czasie t [m].

Jesli sity (sita) sg state i poruszaja sie ze statg

predkoscig v, to rdwnanie (1) w ruchomym

uktadzie wspotrzednych (n =y, E&=x-vt) otrzy-

muje postac robwnania zwyczajnego:

4 2.,
Id}-%—mvzd"

d¢t a¢?

+Uy=(P=15() Q)

Klasyczny sposdb rozwigzania réwnania (2)
polega na uwzglednieniu - w rozwigzaniu
réownania jednorodnego — wartosci sity jako
warunku brzegowego. W przypadku wie-
lu sit rownanie (2) traktowane jest jako linia
wptywowa ugiecia szyny. Chociaz uzyskane
w ten sposob rozwigzanie jest, w dos¢ do-
brym stopniu, zgodne z danymi doswiad-
czalnymi i innymi rozwigzaniami, tym nie-
mniej budzi watpliwosci z matematycznego
punktu widzenia. Problem ten przedstawio-
no w pracy [6]. Pokazano, ze przyjmujac zni-
kanie ugiecia i jej pochodnych w plus/minus
nieskoriczonosci réwnanie jednorodne jest
tozsamosciowo rowne zeru. Wasciwym po-
dejsciem do problemu (2) jest rozwigzanie
réownania niejednorodnego, przy przyjeciu
prawej strony jako sity lub ukfadu sit roztozo-
nych g(¢) [N/m].

W ogdlnym przypadku roztozenia sit z
uwzglednieniem dystrybucji Diraca, He-
aviseda, czy tez innych, konwencjonalnych
funkgji rozktadu, réwnanie niejednorodne

ﬁrzeglqd komunikacyjny

rozwiazuje sie przy zastosowaniu transfor-
maty Fouriera lub Laplace’a (por. [3,10]). W
[6] pokazano, ze przyjmujac skoriczony prze-
dziat i rozwijajac w szereg Fouriera obcigze-
nie i rozwigzanie (de facto aproksymujac
funkcje obciazenia i przemieszczenia szyny
przy pomocy skonczonego szeregu Fourie-
ra w skonczonym, ale dostatecznie dtugim
przedziale), uzyskuje sie bardzo dobrg zgod-
nos¢ wynikow z rozwigzaniem réwnania (2),
ktére wykorzystywane jest jako klasyczna
linia wptywowa dla szyny o nieskoriczonej
dtugosci.

W pracach [10,1518]  wykorzystano
aproksymacje falkowa transformaty Fouriera
w celu utatwienia catkowania jej w nieskon-
czonym przedziale (de facto pomijajagc do-
statecznie mate wartosci funkgji transforma-
ty). Jest to oryginalny, szybki i dostatecznie
doktadny sposdb rozwigzania problemu.

Innym sposobem analizy dynamiki drogi
szynowej z wykorzystaniem réwnania (2)
jest ujecie falowe [2].

Podstawowymi niedostatkami modelu, opi-
sanego rownaniem (2), sa:
1. Pominiecie imperfekgji
nych i mechanicznych,
2. Trudnosci w przyjeciu masy belki, tzn.
wptywu warstw podtoza szynowego,
czyli braku mozliwosci uwzglednienia
drgan np. szyny i podktadu w przeciw-
fazie.
Dlatego, w toku dalszych rozwazan, przed-
stawimy uogodlnienia modelu, z ogra-
niczeniem do uzyskania rozwigzania z
zastosowaniem metod analitycznych i qu-
asi-analitycznych (z uwzglednieniem aprok-
symacji funkgji obciagzenia i rozwigzania).

geometrycz-

Imperfekcje, ttumienie, sita osiowa
w szynach i modele wielowarstwowe

W najprostszym ujeciu zarowno imperfekcje
geometryczne, jak i mechaniczne, analizuje
sie jako zastepcze nierdwnosci na styku kota
z szyng (por. np. [14]). W tych pracach i w
wielu innych rozwazano jedynie uktady o
parametrach skupionych.

W ukfadach ciagtych (belkowych) réw-
nanie (1), z uwzglednieniem tlumienia i sity
osiowej, przy roztozonym, ruchomym obcia-
Zeniu zmiennym w czasie, ma postac (por.
np. [6]):

9%y, 9%y, 9%y, dy,

P +N, —ax'z +m, e +r,a—[’+Uy, =q(x,1) (3)
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gdzie:

N, - sita osiowa w szynie [N];

¢, — jednostkowy wspotczynnik wiskotycz-
nego ttumienia podtoza szynowego
[Ns/m2];

y, = ugiecie szyny [m].

Jesli obcigzenie porusza sie ze statg predko-

$cig v i jest harmonicznie zmienne w czasie,

zn.

q(x,t) = AP, -cos @t + AP, -sin @t (4)

gdzie:

APc, APs — amplituda cosinusowej i sinuso-
wej sktadowej sity,

w — czestosc kotowa [rad/s];

to réwnanie (3), w ruchomym uktadzie

wspotrzednych (n =y, é&=x-vt), otrzyma po-

stac (por. takze [3,10]):

'y, 9%y %y, 5 9%y, 0%y

jo s Y, _ 297 L
854 +N, afz +m,(at2 vata§+t 852)+
dy, Oy, :

reG5r —v—a§)+Uy, =q(5.1). (5)

Prawg strone réwnania mozna przedstawic
w postaci:

a0 =q,(&) cosar+q,(&) sinar ©)

Stacjonarne rozwigzanie réwnania (5), wo-
bec oznaczenr (6), ma postac uktadu réwnan
zwyczajnych (7):

Rozwigzanie problemu mozna uzyskac sto-
sujac transformate Fouriera [3,10,15], badz
szereg Fouriera [6].

Dwuwarstwowy model drogi szynowej
tatwo uzyskac poprzez wydzielenie podkfa-
dow i potraktowanie ich jako drugiej ciggtej
warstwy drogi szynowej, pozbawionej zgi-
nania. Model ten opisuje uktad réwnan (8)
(por. np. [6,19]):

Gdzie:

(k, ¢) - sprezysto-lepka wiez opisujaca wia-
$ciwosci przytwierdzenia,

(k, ¢) — sprezysto-lepka wiez opisujgca wia-
Sciwosci podtoza podkifadow,

m, m, — jednostkowa masa szyny i podkfa-

déw (ewentualnie wraz ze stowarzyszo-
ng masa podsypki),
Y, — przemieszczenie podktadow, pozostate
oznaczenia jak w rownaniu (3).
W ruchomym ukfadzie wspétrzednych, w
zaleznosci od tego, czy prawa strona jest
zalezna lub niezalezna od czasu, uzyskuje-
my ukfad dwoch lub czterech réwnan zwy-
czajnych, ktére mozna rozwigzywac metoda
transformaty lub szeregu Fouriera (por. np.
[6,10]).

W pracy [6] pokazano, ze przyjmujac
model dwuetapowy, tzn. wyznaczajagc w
etapie | drgania szyny przy uzyciu modelu
opisanego rownaniem (1) lub (3), a w etapie
Il drgania dowolnego, ustalonego podktadu
przy wymuszeniu kinematycznym szyny
otrzymanym w etapie |, uzyskuje sie do-
bra zgodnos¢ z rozwigzaniem réwnania (8).
Zgodnosc ta dotyczy toru w dobrym stanie
(tzn. przy niewielkich imperfekcjach).

Jedli, dodatkowo, wyréznimy mase pod-
sypki, to uzyskamy model trzywarstwowy,
ktéry moze by¢ rozwigzywany opisanymi
wyzej metodami. Model taki analizowano,
przy uzyciu metod numerycznych, np. w
pracach [21].

W opisanych wyzej ujeciach szyna byta
modelowana jako belka Eulera (takze opisy-
wana jako belka Eulera-Bernoulliego). Inne
typy belki, zwtaszcza Timoszenki, byty anali-
zowane w wielu pracach (np. [8,11,14,15,20]).
Na ogoét drgania belki Timoszenki opisy-
wane s uktadem dwodch rownan (por. np.
[8,911,14,15]. W pracy [5] rozwazano drgania
szyny jako belki Timoszenki przy zastosowa-
niu, co prawda skomplikowanego, ale jed-
nego réwnania rézniczkowego. Réwnanie
to ma postac (9):

Gdzie:

E — modut Younga stali szynowej [N/m?];

I = moment bezwtadnosci szyny [m4];

N - sita osiowa w szynie [N];

0 — gestos¢ stali szynowej [kg/m?];

m — jednostkowa masa belki [kg/m];

K — wspotczynnik scinania przekroju po-
przecznego szyny;

4 2
El { -m,@’Y, —2m vaY, + (N, +m,v2)d { +c,0Y, —c,vdl—ux =q.(&)
d§ as s 7)
4 2
EI fl-‘;‘ -m @Y, +2m vaY, + (N, +m,v2)f1 S —c,Y, —vlvdd—);-#UYA =q,(&).
a'y d%y 9%y dy, 9y,
EI—"+N, L+ Lt (L ——D)+k (v, —y,)=qxt
o TN P A e Gk Oy = "
%y, Iy, ay, I,
m, atgl ‘*‘C,,(—T”‘*'k,,yp :C,(g—af;)*'k,(%—)’p)
a'y, a%y d*y, Elp o'y, p1d‘y
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G — modut scinania stali szynowej [N/m?];

R, - reakdja podtoza szyny [N/m];

q, - zastepcze obcigzenie [N/m].

Reakcje podtoza szyny R, oraz zastepcze ob-

Cigzenie g, okreslajg wyrazenia (10):

Gdzie:

¢ jednostkowy wspotczynnik podioza szy-
nowego [Ns/m?];

A — pole powierzchni przekroju poprzeczne-
go szyny [m?];

U - wspodtczynnik podtoza szyny [N/m? (por.
rownanie (1));

q - rzeczywiste obciazenie [N/m].

Dzieki takiemu ujeciu w pracy [5] wykaza-

no, ze obie belki s3 rbwnowazne z uwagi na

procedure obliczeniowg, przy zastosowaniu

aproksymacji obciagzenia i rozwigzania sze-

regiem Fouriera w skornczonym przedziale.

Dotyczy to wyfacznie sposobu rozwigzania,

a nie uzyskanych wartosci przemieszczen

szyny. W strukturach wielowarstwowych

zastosowanie belki Timoszenki jeszcze bar-

dziej komplikuje réwnania ruchu i sposéb

rozwigzania.

Inne uogodlnienia i kierunki badan

Inne uogdlnienia w modelach, ale z zacho-
waniem analitycznych metod rozwigzania,
to w szczegolnosci:

1. Uwzglednienie nieliniowej charakte-
rystyki podtoza szynowego (zwtasz-
cza podsypki, ale takze przytwierdzen
[9,11,15]);

2. Uwzglednienie stochastycznych wiasci-
wosci podtoza szynowego [8,10,18];

3. Wprowadzenie potprzestrzeni sprezy-
stej zamiast ciggtego podtoza sprezy-
sto-lepkiego [16,17].

Zastosowanie metod aproksymacyjnych

opartych na rozwinieciach falkowych oraz

wykorzystujagcych dekompozycje odpowie-
dzi uktadu za pomoca tzw. wielomianéw

Adomiana pozwolito uzyska¢ nowe roz-

wigzania dla wspomnianych uogdélnionych

modeli. Odpowiednio dobrane wartosci
parametréw  sterujacych w  procedurach
aproksymacyjnych dajg rezultaty zblizone
do rzeczywistych pomiaréw w szerokim za-

kresie parametrow fizycznych, zwtaszcza w

przypadku modeli nieliniowych [12,13]. Wy-

niki badan parametrycznych dla drgan pio-
nowych szyn i podktadéw zostaty jak dotad
poréwnane dla konfiguracji pojazdu EMU-

250 Pendolino i badan eksperymentalnych

przeprowadzonych na polskich liniach kole-

jowych [71. W symulacjach tych uwzglednio-
no skomplikowany model obcigzenia skta-
dajacego sie z kilku sit skojarzonych z kotami
pojazdu. Model ten uwzglednia realistyczny
rozktad kazdej z sit (funkcja cos2()) oraz ruch
harmoniczny obcigzenia generowany przez
imperfekcje szyny wraz z przesunieciem fa-
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zowym dla poszczegoélnych kot

Aproksymacja catek Fouriera za pomoca
filtrow typu ,Coiflet” jest wydajng metoda
pot-analityczng pozwalajaca uniknad catko-
wania numerycznego w przypadkach, gdzie
klasyczne metody analityczne catkowania
okazuja sie bezuzyteczne. Ponadto, w prze-
ciwienstwie do metod numerycznych, daje
mozliwos¢ uchwycenia zmian uktadow dy-
namicznych o szybko zmieniajagcych sie w
czasie wiasciwosciach, jak dzieje sie to np.
w ukfadach nieliniowych i stochastycznych
poddanych obcigzeniom poruszajgcym sie
z duzymi predkosciami (np. koleje duzych
predkosci).

Rozwazane model analityczne wcigz wy-
magaja dodatkowych zatozer uwzglednia-
jacych nowe zjawiska pojawiajace sie wraz
z rozwojem transportu szynowego. Takie
dodatkowe zatozenia (uogdlnienia) czesto
prowadza do rozbudowanych modeli, ktére
nie moga by¢ rozwiazane przy uzyciu zna-
nych metod analitycznych. Dlatego, oprécz
powszechnie stosowanych obliczet MES
wymagajacych rzetelnej weryfikacji w kaz-
dym rozwazanym przypadku zastosowania,
metody aproksymacyjne wskazywane s3
jako potencjalnie najlepsze narzedzie analizy
dynamicznej odpowiedzi drég szynowych,
mogace w najblizszym czasie w sposob
istotny poszerzyc¢ istniejaca klase rozwiagzan
analitycznych zwigzanych z transportem ko-
lejowym.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono podstawowe
problemy, zwigzane z zastosowaniem anali-
tycznych i pét-analitycznych metod badania
dynamiki drég szynowych, ze szczegdlnym
uwzglednieniem prac, rozwijanych przez
autoréw. Badania te sg ustawicznie rozwija-
ne, a podstawowe kierunki rozwoju fizycz-
nych modeli to:

1. Uwzglednienie nierdbwnomiernego ob-
cigzenia obu szyn;

2. Badanie odpowiedzi w kierunku pozio-

mym (wzdtuznie i poprzecznie do osi

toru);

Sprzezenie drgan kota z szyng;

4. Uwzglednienie zmiennej predkosci po-
Ciggu (niestacjonarne rozwigzanie row-
nan ruchu).

Rozwojowi metod fizycznych towarzyszy

doskonalenie istniejacych i opracowywanie

nowych matematycznych metod rozwigzan

i interpretacji réwnan dynamiki drég szyno-

wych. €

w
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