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Autorzy artykułu od kilku lat szeroko badają 
własności dynamiczne kolejowych wielomia-
nowych krzywych przejściowych (KP) ([9]-
[15]). W pracach [11] i [12] pokazali oni bardzo 
dobre własności dynamiczne wielomiano-
wych krzywych przejściowych wyższych stop-
ni wielomianu - 9. i 11. - z maksymalną liczbą 
wyrazów – odpowiednio 7 oraz 9. Jako kryte-
rium oceny zastosowano tam minimalizację 
całki z przyspieszenia poprzecznego środka 
masy nadwozia pojazdu po długości drogi. 
Krzywizny znalezionych optymalnych krzy-
wych nie posiadały styczności w skrajnych – 
początkowym i końcowym – punktach krzy-
wej do przebiegu funkcji krzywizny w torze 
prostym i łuku kołowym. Cechy te, uzyskane 
zarówno dla maksymalnej dopuszczalnej 
prędkości ruchu w łuku i jak prędkości mniej-
szej (gwarantującej uzyskanie równowagi 
oddziaływań poprzecznych na nadwozie), 
skłoniły autorów niniejszej pracy do zbadania, 
dlaczego załomy krzywizn otrzymanych krzy-
wych przejściowych w owych punktach mają 
względnie mały wpływ na dynamikę pojazdu 
szynowego poruszającego się po takich krzy-
wych [9].
 W pracy [9] jej autorzy postawili następują-
cą hipotezę badawczą: W rzeczywistości wjazd 
nadwozia w KP odbywa się zawsze stopniowo, 
w odróżnieniu od modeli pozbawionych dłu-
gości (np. punkt reprezentujący nadwozie), 
gdzie wjazd ma charakter skokowy. Środek 
masy nadwozia znajduje się bowiem zawsze 
na cięciwie wyznaczonej przez środki mas ze-
stawów kołowych (pojazd 2-osiowy) lub środ-
ki ram wózków (pojazd 4-osiowy). Nadwozie 
rozpoczyna ruch nieprostoliniowy, spowodo-
wany zakrzywieniem toru już w momencie 

wjazdu przedniego zestawu kołowego w KP. 
Wydaje się zatem, że fakt ten może mieć dzia-
łanie łagodzące. Należy zauważyć, że działanie 
tego rodzaju ustaje całkowicie dopiero w mo-
mencie wjazdu tylnego zestawu kołowego w 
KP. Aby zweryfi kować w/w hipotezę (główny 
cel pracy), autorzy pracy zmieniali stopniowo 
– zwiększali i zmniejszali – bazę pojazdu, tj. od-
ległość pomiędzy osiami zestawów kołowych 
pojazdu [9].

Cel pracy

Praca [9] pokazała, że zwiększenie i zmniej-
szenie odległości pomiędzy osiami zestawów 
kołowych pojazdu 2-osiowego nie wpłynęło 
na zlikwidowanie załomów w krzywiznach 
krzywych przejściowych przy wykorzystaniu 
kryterium minimalizacji całki z przyspieszenia 
poprzecznego środka masy nadwozia pojaz-
du. Wjazd środka masy nadwozia pojazdu od-
bywa się zawsze z opóźnieniem w stosunku 
do przedniego zestawu kołowego. Skracając 
odległość oczekiwano „swoistego wygładze-
nia” funkcji krzywizny w skrajnych punktach, 
ale nic takiego nie miało miejsca. Wydłużenie 
pojazdu zaś powoduje łagodniejszy ruch ze-
stawów kołowych. 
 Celem niniejszej pracy jest pokazanie wy-
ników optymalizacji krzywych przejściowych 
stopnia 9. i 11. z wykorzystaniem modelu po-
jazdu szynowego o zmiennej bazie oraz – tym 
razem – kryteriów zużyciowych. Jako wspo-
mniane kryteria zastosowano tu: wartość mak-
symalną z sumy wartości bezwzględnych sum 
iloczynów sił kontaktowych stycznych wzdłuż-
nych i poprzecznych przez odpowiadające im 
poślizgi względne dla wszystkich kół: 

|FF|maxFC lp2lp2lp1lp11   

|FF||FF| lk2lk2lk1lk1rp2rp2rp1rp1

|FF| rk2rk2rk1rk1     (1)
i wartość maksymalną z sumy wypadkowych 
poślizgów względnych dla wszystkich kół:
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We wzorach (1) i (2) przyjęto następujące 
oznaczenia: #

1
 – poślizg względny wzdłużny 

w układzie koło-szyna, #
2
 – poślizg względ-

ny poprzeczny w układzie koło-szyna, F
1
 – 

wzdłużna styczna siła kontaktowa w układzie 
koło-szyna, F

2
 – poprzeczna styczna siła kon-

taktowa w układzie koło-szyna. Indeksy l, r, p, 
k oznaczają odpowiednio: stronę lewą, stronę 
prawą, przedni (atakujący) zestaw kołowy i 
końcowy (wleczony) zestaw.
 Zawarte w użytych kryteriach (1) i (2) wyra-
żenia wykorzystywane są powszechnie w star-
szych [2], [3], [4] i współczesnych [5], [6] pra-
cach dotyczących wyznaczania zużycia pary 
koło-szyna. Autorzy pracy chcą sprawdzić, czy 
wykorzystanie kryteriów innych niż we wcze-
śniejszych pracach spowoduje likwidację opi-
sanych wyżej załomów w krzywiznach. 

Model pojazdu 

W badaniach wykorzystano model wagonu 
2-osiowego z jednym stopniem usprężyno-
wania. Jak każdy wagon tego rodzaju posia-
da on nadwozie (pudło) połączone z dwoma 
zestawami kołowymi za pomocą elementów 
sprężysto – tłumiących. Struktura modelu i 
jego parametry swoim zakresem odpowiadają 
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typowemu 2-osiowemu wagonowi rzeczywi-
stemu. Model nominalny tego pojazdu przed-
stawiono na rys. 1a. Cały układ tor-pojazd, 
omówiono szczegółowo w [11] i [12], a przed-
stawiono go na rys. 1. W układzie zastosowano 
liniowość elementów zawieszenia pojazdu, tj. 
liniową sztywność i tłumienie. 
 Model pojazdu jest wyposażony w parę 
koło/szyna, której profi le S1002/UIC60 odpo-
wiadają rzeczywistym profi lom używanym w 
całej Europie. Nieliniowa geometria tej pary 
wprowadzana jest do modelu w postaci tzw. 
tablicy parametrów kontaktowych. Do obli-
czenia nieliniowych stycznych sił kontakto-
wych między kołem a szyną wykorzystano 
znany program FASTSIM autorstwa J.J. Kalkera.
 W rzeczywistości w badaniach wykorzy-
stano 3 modele – każdy z inną odległością 
między osiami zestawów kołowych (bazą po-
jazdu). Odległość ta (wartość 2a z rys. 1a) wy-
nosi odpowiednio – 1 m, 6,32 m i 9 m. Wartość 
bazy 6,32 m wynika z tego, że wykorzystany 
pierwotnie model jest odwzorowaniem rze-
czywistego modelu brytyjskiego wagonu ko-
lejowego. 
 Wykorzystanie modeli pojazdu z różnymi 
odległościami między osiami zestawów ma 
na celu zbadanie wpływu bazy na dynamikę 
pojazdu – przemieszczenia i przyspieszenia 
środka masy nadwozia i zestawów kołowych 
– zwłaszcza w początkowym i końcowym od-
cinku krzywej przejściowej.

Typ krzywej przejściowej przyjęty 
do analizy

Poszczególne parametry krzywej przestawio-
no w postaci następujących równań (3), (4), (5), 
(6). Oznaczenia: y, k, h, oraz i określają: współ-
rzędną poprzeczną krzywej, krzywiznę, prze-
chyłkę oraz pochylenie rampy przechyłkowej. 
Oznaczenia: R, H, l0 oraz l określają: promień 
łuku kołowego, przechyłkę w łuku kołowym, 
całkowitą długość krzywej oraz bieżącą dłu-
gość krzywej. Symbole Ai są współczynnikami 
wielomianu (i = n, n-1,…., 4, 3), gdzie n jest 
stopniem wielomianu. Jeśli przyjąć, że liczba 
wyrazów wielomianu nie może być mniejsza 
niż 2, to najmniejszy stopień nmin ostatniego 

wyrazu w równaniu (3) musi być nie mniejszy 
niż 3 (nmin ≥ 3). W tej pracy n=9 oraz n=11.
 Na funkcję krzywizny krzywej przejściowej 
nałożono podstawowy warunek, jaki musi 
spełniać funkcja krzywizny w punktach po-
czątkowym i końcowym, tj. k(0)=0 i k(l

0
)=1/R. 

Analogiczny warunek spełnia też rampa prze-

chyłkowa, tzn. h(0)=0 i h(l
0
)=H, np. [8]. 

Schemat orpogramowania przyjętego 
w badaniach

Schemat oprogramowania przedstawiono na 
rys. 2. Są na nim widoczne dwie pętle itera-
cyjne. Pierwsza jest pętlą całkowania równań 
(symulacji). Jest ona przerywana, gdy długość 
l
lim

, będąca długością bieżącą drogi, osiągnie 
założoną wartość. Druga zaś jest pętlą procesu 
optymalizacji. Jest przerywana, gdy liczba ite-
racji osiągnie wartość i

lim
. Wartość ta oznacza, 

że i
lim

 symulacji musi zostać wykonywanych, 
aby proces optymalizacyjny został zakoń-
czony. Jeśli optymalne rozwiązanie zostanie 
znalezione wcześniej (i<i

lim
), wtedy proces 

optymalizacyjny zostanie automatycznie za-
trzymany.

Podstawowe informacje 
o kp stopni nieparzystych 

Każda wielomianowa krzywa przejściowa 
stopnia nieparzystego ma tzw. krzywą wzor-
cową (początkową w procesie optymalizacji). 
Algorytm otrzymania takich krzywych przed-

stawiony jest szczegółowo w [11]. Funkcja i 

pochylenia rampy przechyłkowej (wzór (6)) 
krzywych wzorcowych posiada maksimum w 
punkcie l

0
/2 (połowie długości krzywej) i jest 

symetryczna względem pionowej osi prze-
chodzącej przez ten punkt. Równania wzor-
cowych krzywych przejściowych stopni 9. i 11. 
przedstawiono w tabeli 1.
We wszystkich badaniach przedstawionych 
w pracy przyjęto jedną wartość promienia 
łuku kołowego R=600 m i przechyłki H=0,15 
m. Każda krzywa przejściowa ma minimalną 
długość, która jest obliczana zgodnie z meto-
dą przedstawioną w [1]. Ta minimalna długość 
wynika z wymagania dotyczącego nieprzekro-
czenia dwu wartości podczas przejazdu przez 
krzywą przejściową. Pierwszą z wartości jest 
prędkość niezrównoważonego przyspieszenia 
poprzecznego ψ. Drugą zaś jest prędkość pod-
noszenia się koła po rampie przechyłkowej f. 
Do obliczenia długości przyjęto następujące 
wartości: ψ =1 m/s3 i f=56 mm/s ([1]). Warto 
tu zauważyć, że o ile pierwszy wzór dotyczy 
pudła wagonu, o tyle drugi – zestawów koło-
wych. W pierwszym przypadku długość ba-
zowa poprawia parametry jazdy po krzywej 
przejściowej, w drugim – nie ma ona  znacze-
nia. Wartość prędkości podnoszenia się koła 
na rampie przechyłkowej f

dop
=56 mm/s nie 

jest dopuszczalna w warunkach polskich ani 
jako graniczna wartość zasadnicza, ani jako 
wartość wyjątkowa [7]. Może być ona stoso-
wana wyłącznie do badań teoretycznych. 
 W pracy przyjęto dwie prędkości pojazdu 
- v=24,26 m/s, gwarantującą równowagę mię-
dzy składowymi przyspieszenia odśrodkowe-
go i siły grawitacji w płaszczyźnie toru w łuku 
kołowym (a

dop
=0 m/s2) i v=30,79 m/s - gwaran-

tującą maksymalne dopuszczalne niezrówno-
ważone przyspieszenie poprzeczne a

dop
=0,6 

m/s2. Obliczone długości KP przedstawiono w 
tabeli 2.

Wyniki procesów optymalizacji 

Ogólnie rzecz biorąc, na wyniki z poszcze-
gólnych procesów optymalizacji składają 
się optymalne współczynniki wielomianu, 
wartości funkcji celu, grafi czna reprezentacja 
krzywej i krzywizny oraz przemieszczenia i 
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Tab. 1. Lista krzywych wzorcowych (początkowych)

Stopień wielomianu
długość l0 [m]

(v=24,26 m/s)

długość l0 [m]

(v=30,79 m/s)

9. 142,15 180,46

11. 159,86 202,94

Tab. 2. Długości krzywych przejściowych
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przyspieszenia środka masy nadwozia. W tej 
pracy prezentacje wyników ograniczono do 
pokazania przebiegów dynamicznych – prze-
mieszczeń i przyspieszeń środka masy nadwo-
zia i obu zestawów kołowych, a także krzywizn 
optymalnych krzywych przejściowych. Do 
badań przyjęto, jak już wspomniano, promień 
łuku kołowego R=600 m, przechyłkę w łuku 
H=0,15 m, maksymalną prędkość podnosze-
nia się koła po rampie przechyłkowej f

dop
=56 

mm/s [1]. Jako prędkość v pojazdu przyjęto 
dwie wartości. Pierwszą – 24,26 m/s, gwaran-
tującą idealnie zrównoważone przyspieszenie 
poprzeczne środka masy nadwozia w płasz-
czyźnie toru oraz – 30,79 m/s, gwarantującą 
osiągnięcie w tej płaszczyźnie maksymalnego 
dopuszczalnego niezrównoważonego przy-
spieszenia poprzecznego 0,6 m/s2. Długość 
krzywej przejściowej l

0
 dla danego stopnia 

przyjęto zgodnie z tab. 2. 
 Celem niniejszego rozdziału jest pokazanie 
wyników badań dotyczących optymalizacji 
kształtu krzywych przejściowych z wykorzy-
staniem modeli pojazdu o różnej bazie oraz 
kryteriów zużyciowych FC

1
 i FC

2
, a także wpły-

wu zmiany bazy pojazdu na dynamikę pojaz-
du poruszającego się po danej krzywej przej-
ściowej. Na potrzeby niniejszego rozdziału 
wykonano 24 optymalizacje. Każda pojedyn-
cza symulacja wchodząca w skład optymaliza-
cji polegała na przejeździe pojazdu po trasie 
składającej z toru prostego (50 m), krzywej 
przejściowej i łuku kołowego (100 m). Jako 
krzywe przejściowe początkowe w procesie 
optymalizacji wykorzystano krzywe stopnia 
9. i 11. z tabeli 1. Stąd wspomniana liczba 24 
symulacji to iloczyn 2 stopni wielomianu, 2 
prędkości pojazdu, 3 odległości między ze-
stawami kołowymi (1 m; 6,32 m i 9 m) oraz 2 
kryteriów oceny. 
 Zasadniczo wyniki optymalizacji - prze-
mieszczenia i przyspieszenia środków mas 
zestawów kołowych i nadwozia – miały po-
dobny jakościowo charakter dla każdego z 
dwu badanych stopni wielomianu. Dlatego 
w niniejszym rozdziale autorzy przedstawili 
wyniki optymalizacji tylko dla jednego stopnia 
wielomianu – 9.
 Rysunek 3 przedstawia przyspieszenia 
środka masy przedniego i tylnego zestawu 
kołowego pojazdu po optymalizacji poru-
szającego się z prędkością v=24,26 m/s (FC

2
). 

Rysunek 4 przedstawia zaś przyspieszenia po-
przeczne środka masy nadwozia i przemiesz-
czenia poprzeczne środka masy tylnego zesta-
wu kołowego dla kryterium FC

2
 i v=24,26 m/s. 

Na każdym z rysunków przedstawiono po 
3 przebiegi – każdy dla pojazdu z konkretną 
odległością (bazą) między osiami zestawów 
kołowych (1 m; 6,32 m i 9 m). 
Rysunek 5 przedstawia przyspieszenia po-
przeczne środka przedniego zestawu koło-
wego pojazdu oraz przyspieszenia poprzecz-
ne środka masy nadwozia (kryterium FC

1
 i 

v=30,79 m/s). Na każdym z rysunków przed-

2. Schemat oprogramowania do optymalizacji

 

 

3. Przebiegi dynamiczne (kryterium FC2) – przyspieszenia poprzeczne środka masy ; a) przedniego, b) 

tylnego zestawu kołowego 

 

4. Przebiegi dynamiczne (kryterium FC2): a) przyspieszenia poprzeczne środka masy nadwozia, b) 

przemieszczenia poprzeczne środka masy tylnego zestawu kołowego
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stawiono po 3 przebiegi – każdy dla pojazdu 
z konkretną odległością (bazą) między osiami 
zestawów kołowych (1 m; 6,32 m i 9 m).
 W znakomitej większości wykonanych 
optymalizacji najlepsze „zachowania” dyna-
miczne przedniego i tylnego zestawu ko-
łowego – najmniejsza liczba pików – oraz 
nadwozia pojazdu osiągnięto dla pojazdu z 
najdłuższą - dziewięciometrową bazą. Jest to 
potwierdzone przez rys. 3b, 4b oraz 5. Fakt ten 
tłumaczy się tym, że dłuższy pojazd łagodniej 
wchodzi w strefę krzywej przejściowej. Łagod-
niejsze przebiegi mają miejsce zwłaszcza tylne 
zestawy kołowe pojazdu, które jako ostatnie 
wchodzą w krzywą przejściową. Na podkre-
ślenie zasługuje fakt, że w pracy, przy ocenie 
krzywych przejściowych, wykorzystano kryte-
ria zużyciowe. Optymalne krzywe przejściowe 
dają mniejsze zużycie w kontakcie koło-szyna 
niż krzywe początkowe w procesie optymali-
zacji. Dają także lepsze przebiegi dynamiczne 
poszczególnych elementów pojazdu.
 Przykładowe krzywizny optymalnych krzy-
wych przejściowych (9. stopień, v=24,26 m/s, 
FC

2
), dających lepszą dynamikę i mniejsze zu-

życie w kontakcie koło-szyna przedstawiono 
na rys. 6. W każdym procesie optymalizacji 
wykorzystano krzywą z tab. 1. Dla trzech róż-

nych baz otrzymano trzy różne krzywe, a tym 
samym i trzy różne krzywizny.

Wnioski

Autorzy pracy pokazali, że optymalizacja 
kształtu krzywych przejściowych z wykorzy-
staniem pojazdu o zmiennej bazie i kryteriów 
zużyciowych – FC

1
 i FC

2 
– jest możliwa. Otrzy-

mano krzywe dające mniejsze wartości funk-
cji celu niż krzywe z tab. 1. Krzywe te, oprócz 
zmniejszenia zużycia w kontakcie koło-szyna, 
dawały lepszą dynamikę poszczególnych ele-
mentów pojazdu. Dla różnych baz pojazdów 
– 1 m, 6,32 i 9 m – otrzymano różne krzywe 
przejściowe. Porównując przebiegi – prze-
mieszczenia i przyspieszenia środków mas – 
otrzymane dla różnych baz widać, że są one 
najlepsze dla pojazdu z najdłuższą 9-metrową 
bazą. Zmiana bazy nie wpłynęła także na likwi-
dację załomów krzywizn w punkcie początko-
wym i końcowym. 
 Praca potwierdziła wcześniejsze wyniki 
autorów, że wykorzystanie pełnego modelu 
pojazdu daje inne wyniki (krzywe z brakiem 
styczności krzywizny) niż sprowadzenie pojaz-
du do punktu, jak to ma miejsce w praktyce 
inżynierskiej.  
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5. Przebiegi dynamiczne (kryterium FC1): a) przyspieszenia poprzeczne środka masy przedniego 

zestawu kołowego, b) przyspieszenia poprzeczne środka masy nadwozia

 

 

6. Krzywizny optymalnych krzywych przejściowych (kryterium FC2)


