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Jedną z  trudności w  analizie teoretycznej 
drgań mostów kolejowych, z  nawierzchnią 
podsypkową, jest ustalenie wartości para-
metrów określających cechy sprężysto-tłu-
miące warstwy podsypki tłuczniowej. Szcze-
gólnie istotne znaczenie ma prawidłowe 
oszacowanie sztywności podsypki, ponie-
waż, jak zauważa Yang i  in. [1], sztywność 
podsypki może mieć znaczący wpływ na od-
powiedź dynamiczną mostów i  torów usy-
tuowanych na liniach kolejowych dużych 
prędkości. Problem ten nie jest jeszcze do-
statecznie zbadany, między innymi dlate-
go, że każde oszacowanie sztywności pod-
sypki jest obarczone dużą niepewnością. 
Sztywność podsypki zależy bowiem od wie-
lu czynników, między innymi od stopnia za-
gęszczenia, grubości warstwy, czy warun-
ków środowiska – np. inną sztywność ma 
podsypka latem, a inną zimą [2]. Ponadto, 
w trakcie eksploatacji w podsypce zachodzą 
liczne zmiany pod wpływem obciążeń eks-
ploatacyjnych (głównie oddziaływań dyna-
micznych wywieranych przez pojazdy szy-
nowe [3]) i  koniecznych zabiegów utrzy-
maniowych (np. podbijanie toru). Stan pod-
sypki może zmieniać się wzdłuż toru, zmia-
ny mogą mieć zarówno charakter geome-
tryczny (odkształcenie profilu warstwy pod-
sypki) jak i  materiałowy (zanieczyszczenie 
i starzenie się materiału). Równoczesna ana-
liza wpływu wszystkich tych czynników nie 

jest możliwa w  ujęciu deterministycznym. 
Dobrą alternatywą jest podejście probabi-
listyczne, w którym wszelkie zmiany sztyw-
ności są ujęte w jej losowej fluktuacji. W tym 
ujęciu sztywność podsypki stanowi zmienną 
losową lub jeśli chcemy uwzględnić zmien-
ność sztywności wzdłuż toru – funkcję loso-
wą, bądź zbiór skorelowanych zmiennych 
losowych.
	 Zastosowanie podejścia probabilistycz-
nego do analizy zagadnień dynamicznych 
wymaga rozwiązania złożonego problemu 
matematycznego, opisanego układem sto-
chastycznych równań różniczkowych, czy-
li równań o  współczynnikach losowych [4]. 
W równaniach tych występują także współ-
czynniki zmienne w  czasie, jeśli uwzględ-
ni się inercję ruchomego obciążenia pojaz-
dami szynowymi [2]. Liczba równań zale-
ży bezpośrednio od sposobu modelowa-
nia konstrukcji. Jeżeli weźmiemy pod uwagę 
fakt, że obecnie modele numeryczne mo-
stów kolejowych są tworzone metodą ele-
mentów skończonych, to liczba równań opi-
sujących sprzężone drgania mostu i toru ko-
lejowego jest na ogół bardzo duża. Dodat-
kową trudność stanowi ogólnie przyjęty 
sposób modelowania podsypki toru kolejo-
wego – za pomocą zbioru izolowanych wię-
zi sprężysto-tłumiących. Randomizacja para-
metrów więzi w kolejnych punktach na osi 
toru wiąże się z wprowadzeniem dużej licz-

by współczynników losowych do równań 
ruchu. W  opisanej sytuacji, uzyskanie roz-
wiązania jest możliwe jedynie za pomocą 
metody symulacyjnej Monte Carlo, ponie-
waż użycie innych metod, np. technik per-
turbacyjnych [5], jest praktycznie niewyko-
nalne ze względu na dużą liczbę zmiennych 
losowych. Jeśli zmienne te potraktujemy 
jako skorelowane, to nawet metoda Monte 
Carlo nie będzie skuteczna z powodu nad-
miernych nakładów obliczeniowych.
	 W  niniejszej pracy zaproponowano 
inne podejście, w  którym zmiany sztywno-
ści podsypki zostały opisane procesem sto-
chastycznym, zależnym nie od czasu a od 
zmiennej przestrzennej mierzonej wzdłuż 
osi toru. Do wyznaczenia charakterystyk pro-
babilistycznych drgań mostu kolejowego 
zastosowano metodę Monte Carlo. Warstwa 
podsypki została potraktowana jako nieiner-
cyjne podłoże sprężyste typu Winklera, a jej 
sztywność, zmienna na długości toru kolejo-
wego, została opisana funkcją losową o za-
danej autokorelacji, przy czym w pracy przy-
jęto trzy różne typy funkcji korelacyjnej. Ce-
lem analiz jest ocena wpływu zmian sztyw-
ności podsypki na charakterystyki losowych 
drgań mostu i  toru kolejowego, w zależno-
ści od typu korelacji tych zmian zachodzą-
cych wzdłuż rozpiętości mostu. Do symu-
lacji drgań wykorzystano oryginalny mo-
del obliczeniowy belkowego mostu kolejo-
wego, sformułowany przez autorów w pra-
cy [6]. Model ten opracowano specjalnie na 
potrzeby analiz probabilistycznych, które są 
przedmiotem niniejszej pracy.

Losowy model podsypki

Jeśli założymy, że sztywność podsypki zmie-
nia się losowo wzdłuż długości toru kolejo-
wego, a zmiany te mają charakter niewiel-
kich oscylacji względem pewnej wartości 
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stałej, to funkcję opisującą zmienność sztyw-
ności podsypki można zapisać następują-
cym wzorem

k(x) = k + k(x)– ˜ (1)

jako sumę stałej wartości średniej    i funkcji 
losowej       , która opisuje fluktuacje sztyw-
ności podsypki wokół wartości średniej, za-
leżne od zmiennej przestrzennej x mierzo-
nej wzdłuż toru. W tym ujęciu, wartość ocze-
kiwana funkcji losowej       jest zerowa. Po-
nieważ na sztywność podsypki wpływa wie-
le niepowiązanych ze sobą czynników, funk-
cja opisująca losową fluktuację może być 
potraktowana jako stacjonarny proces Gaus-
sa [4], zgodnie z  centralnym twierdzeniem 
granicznym. Funkcję gęstości widmowej ta-
kiego procesu można otrzymać przeprowa-
dzając badania in situ lub wyznaczyć anali-
tycznie na podstawie przyjętej a priori po-
staci funkcji korelacji. W niniejszej pracy wy-
korzystano drugie podejście.
	 Z założenia o stacjonarności procesu  
wynika, że jego funkcja korelacyjna

Kkk(x1, x2) = Kkk(x2 - x1) = Kkk(ξ)˜˜ ˜˜ ˜˜ (2)

zależy wyłącznie od odległości ξ = x2 – x1 po-
między dwoma punktami x1 i  x2 położony-
mi na osi toru kolejowego. Jeśli funkcja ko-
relacyjna jest znana, to odpowiadającą jej 
funkcję gęstości widmowej           można 
wyznaczyć korzystając z twierdzenia Wiene-
ra-Chinczyna [4], za pomocą całkowej trans-
formaty Fouriera, według zależności

Skk (ω) =          Kkk(ξ)e-iωξdξ =         Kkk(ξ)cos(ωξ)dξ˜˜ ˜˜ ˜˜
1—

2π
1—π

∞

∫
0

∞

∫
-∞

(3)
	 Aby zbadać jak duży jest wpływ korela-
cji między zmianami sztywności zachodzą-
cymi wzdłuż toru kolejowego, zastosowano 
w  obliczeniach trzy typy funkcji korelacyj-
nych, które charakteryzuje różny tryb zanika-
nia korelacji. Funkcje te zestawiono w tabe-
li 1 wraz z odpowiadającymi im gęstościami 
widmowymi. Symbolem         oznaczono wa-
riancję procesu        , przy czym                   . 
Na rysunkach 1 i 2 pokazano wykresy ana-
lizowanych funkcji korelacji i  gęstości wid-
mowych, które sporządzono przyjmując na-
stępujące dane liczbowe:                     N/m2,
              .  Stąd wynika, że założony współ-
czynnik zmienności sztywności podsypki 
wynosi                                  .
	 Funkcje korelacyjne zestawione w  tabeli 
1 i pokazane na rysunkach 1 i 2 mają nastę-
pujące własności:
•	 Funkcja o  numerze 1 jest dwuparame-

trową funkcją zanikającą eksponencjal-
nie z  pulsacją harmoniczną, przy czym 
oba parametry funkcji, α i θ, są wyrażone 
w [rad/m]. Parametr α odpowiada za szyb-
kość zanikania korelacji, im jego wartość 
jest większa, tym korelacja szybciej zanika, 
a więc proces staje się bardziej chaotycz-
ny. Ponadto, parametr ten wpływa na war-

tość piku funkcji gęstości widmowej, im 
jest większy, tym wartość piku jest mniej-
sza. Parametr θ, określający częstość pulsa-
cji funkcji korelacyjnej, pozwala skupić za-
sadniczą część mocy procesu w otoczeniu 

pewnej wybranej częstości ω = θ = 2π/Tθ , 
gdzie Tθ jest dominującą długością fali 
zmian sztywności [7]. Na podstawie ba-
dań przeprowadzonych przez autorów 
pracy [8] założono, że największe i  naj-

2. Wykresy funkcji gęstości widmowych zestawionych w tabeli 1
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1. Wykresy funkcji korelacyjnych zestawionych w tabeli 1

Nr
Opis funkcji  
korelacyjnej

Funkcja korelacyjna Funkcja gęstości widmowej

1

dwuparametrowa  
funkcja zanikająca  

eksponencjalnie  
z pulsacją

Kkk (ξ) =      exp(−α|ξ|)cos(θξ)˜˜
σk

2
˜ Skk (ω) =             ∙˜˜

α2 + ω2 + θ2
——————————(α2 − ω2 + θ2)2 − 4α2ω2——π

σk
2          α˜

2
jednoparametrowa  
funkcja zanikająca  

eksponencjalnie
Kkk (ξ) =      exp(−α|ξ|)˜˜

σk
2
˜ Skk (ω) =             ∙˜˜

1————α2 + ω2——π
σk

2          α˜

3
funkcja typu  
„biały szum”

Kkk (ξ) =      δ(|ξ|)˜˜
σk

2
˜ ——

2π
σk

2          
˜

Tab. 1: Funkcje korelacyjne i funkcje gęstości widmowej przyjęte do obliczeń

k–

k(x)˜

k(x)˜

k(x)˜

Skk (ω)˜˜

σk
2
˜

k(x)˜ σk
2  = Kkk (0)˜˜˜

k = 3,0 ∙ 108–
–σk  = 0,3k˜

–σk  /k = 0,3 = 30%˜
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częstsze zmiany sztywności podsypki za-
chodzą na odcinkach równych osiowemu 
rozstawowi podkładów, tak więc przyjęto, 
że Tθ = 0,6 m, a stąd θ = 10π/3 rad/m.

•	 Funkcja o  numerze 2 jest jednoparame-
trową funkcję zanikającą eksponencjal-
nie bez pulsacji. Podobnie jak w przypad-
ku pierwszej funkcji, za szybkość zanika-
nia korelacji odpowiada parametr α, jed-
nak tym razem nie jest wyszczególniona 
częstość, której odpowiadałaby dominują-
ca długość fali zmian sztywności, bowiem 
θ = 0. 

•	 Funkcja o numerze 3 opisuje proces naj-
bardziej chaotyczny, określany w  literatu-
rze mianem „białego szumu” [7]. Stowa-
rzyszona z nią funkcja gęstości widmowej 
jest stała, co oznacza, że każda częstość 
wnosi taki sam wkład w moc procesu.

Układ: dźwigar mostowy – nawierzchnia 
kolejowa

Opisany losowy model podsypki umożli-
wił autorom przeprowadzenie badań nu-
merycznych, na podstawie których oszaco-
wali wpływ zmian sztywności podsypki na 
przemieszczenia i przyspieszenia drgań mo-
stów kolejowych z nawierzchnią podsypko-
wą. W badaniach został wykorzystany model 
obliczeniowy układu: most – nawierzchnia 
kolejowa oraz metoda wyznaczania drgań, 
które autorzy sformułowali szczegółowo 
w pracy [6] wykorzystując metodę elemen-
tów skończonych w ujęciu Galerkina. Do wy-
znaczenia charakterystyk probabilistycznych 
drgań toru i mostu kolejowego zastosowa-
no metodę symulacyjną Monte Carlo, która 
została opisana przez autorów w pracy [9].

	 Jako obiekt badawczy przyjęto wstęp-
nie zaprojektowany, swobodnie podparty, 
jednotorowy most zespolony o  rozpiętości 
L0 = 21 m, wraz z ułożonym na nim torem ko-
lejowym. W celu uwzględnienia efektu pro-
pagacji drgań spowodowanych nadjeżdża-
jącym i  zjeżdżającym z  mostu pociągiem, 
rozbudowano model mostu kolejowego 
uzupełniając go o  przyległe odcinki toru, 
usytuowane przed i za przeprawą – patrz ry-
sunek 3. Do obliczeń przyjęto odcinki o dłu-
gościach L1 = L2 = 100 m, które według au-
torów pracy [10] są wystarczające, aby w nu-
merycznych symulacjach drgań mogły za-
stąpić tor o nieskończonej długości. 
	 Obie szyny toru kolejowego są łącznie 
modelowane za pomocą jednej belki Eu-
lera, nazywanej skrótowo w  numerycz-
nej części pracy „szyną”. Sztywność gięt-

Inżynieria mostowo - kolejowa

3. Schemat układu: dźwigar mostowy - nawierzchnia kolejowa

4. Przebiegi czasowe wartości oczekiwanych i odchyleń standardowych ugięć dynamicznych w przekroju środkowym dźwigara mostowego i szyny 
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na belki zastępującej obie szyny toru wy-
nosi ErIr  =  1,222·107  Nm2, a jej masa jed-
nostkowa ma wartość mr  =  120  kg/m. Bel-
ka spoczywa na nieinercyjnym podłożu lep-
ko-sprężystym o  liniowych charakterysty-
kach sztywności k(x) i  tłumienia c(x). Podło-
że lepko-sprężyste modelujące odkształcal-
ną warstwę podsypki tłuczniowej jest opar-
te na dźwigarze mostowym, a w strefie od-
cinków przyległych do mostu, na niepodat-
nym podtorzu. Sztywność giętna dźwigara 
mostowego, stanowiącego drugą belkę Eu-
lera sprzężonego modelu konstrukcji, opi-
sanego przez autorów w  pracy [6], wynosi 
EgIg = 3,171·1010 Nm2. Masę podkładów ko-
lejowych i podsypki tłuczniowej wliczono do 
masy dźwigara mg = 1,11·104 kg/m. Przyjęto 
według pracy [2], że parametr tłumienia war-
stwy podsypki jest stały na długości badane-
go odcinka i wynosi c(x) = c = 1,0·105 Ns/m2, 
natomiast średnia wartość sztywności pod-

sypki –k = 3,0·108 N/m2 . 
	 Przedmiotem analiz są drgania mostu 
i  toru kolejowego, wzbudzone przejazdem 
pociągu typu Shinkansen, którego mak-
symalna prędkość eksploatacyjna wynosi 
270 km/h. Pociąg składa się z ośmiu powta-
rzalnych 25-metrowych jednostek napędo-
wych, z których każda ma dwa dwuosiowe 
wózki jezdne. Osiowy rozstaw wózków wy-
nosi 17,5 m, natomiast osiowy rozstaw zesta-
wów kołowych 2,50 m. Łączna masa pojazdu 
przypadająca na pojedynczy zestaw kołowy 
wynosi 13 875 kg. Obciążenie ruchome spo-
wodowane przejazdem pociągu działa bez-
pośrednio na szynę i jest modelowane serią 
ruchomych sił skupionych lub mas skupio-
nych w punktach styku kół pociągu z szyną. 
	
Analiza charakterystyk drgań losowych 
dźwigara mostowego i szyny

W pierwszym etapie badań poddano anali-
zie odpowiedzi dynamiczne w zakresie prze-
mieszczeń i  przyspieszeń dźwigara mosto-
wego i  szyny. Na rysunku 4 przedstawiono 
przebiegi wartości oczekiwanych i odchyleń 
standardowych przemieszczeń pionowych 
dźwigara (wg) i  szyny (wr) w  środku rozpię-
tości mostu. Wartości oczekiwane są ozna-
czone symbolem E[·], a odchylenia standar-
dowe symbolem D[·]. Obliczenia przepro-
wadzono przyjmując prędkość przejazdu 
pociągu v  =  60  m/s (216  km/h) i  dwa róż-
ne modele obciążenia – w  postaci rucho-
mych sił lub mas skupionych. W badaniach 
numerycznych, jako funkcję korelacji zasto-
sowano dwuparametrową funkcję quasi-
harmoniczną zanikającą eksponencjalnie, 
przyjmując, że współczynnik α = 2,0  rad/m 
oraz θ  =  10π/3  rad/m, co odpowiada do-
minującej długości fali zmian sztywności 
Tθ = 0,6 m. Wartości oczekiwane i odchyle-
nia standardowe obliczono na podstawie 
100 symulacji, zakładając, że współczyn-

nik zmienności sztywności podsypki wyno-

si –σk  /k = 0,3 = 30%˜ . Dobór liczby symulacji 
autorzy przetestowali w pracy [9].
	 Wyniki przedstawione na rysunku 4 po-
kazują, że analizowane zmiany sztywności 
podsypki zachodzące wzdłuż toru kolejo-
wego nie mają istotnego wpływu na prze-
mieszczenia, zarówno dźwigara mostowe-
go, jak i  szyny, ponieważ w  obu przypad-
kach odchylenia standardowe są pomijal-
nie małe w porównaniu z wartościami ocze-
kiwanymi. Odchylenia standardowe ugięć 
dynamicznych w  środku rozpiętości dźwi-
gara nie przekraczają 0,007 mm, gdy w mo-
delu obciążenia są uwzględnione siły bez-
władności pojazdu oraz 0,005 mm, gdy re-
prezentacją pociągu są ruchome siły skupio-
ne opisujące statyczne naciski zestawów ko-
łowych. W przypadku przemieszczeń szyny, 
wartości odchyleń standardowych są o rząd 
większe, przy czym maksymalne odchylenie 
wyznaczone przy założeniu modelu maso-
wego nie przekracza 0,028 mm, a przy mo-
delu z siłami 0,023 mm. Wymienione warto-
ści odchyleń opisują rozrzut przemieszczeń 
względem wartości oczekiwanych, które 
wynoszą maksymalnie: E[wg]  =  3,51  mm 
i  E[wr]  =  3,38  mm dla modelu masowego 
oraz E[wg] = 3,49 mm i E[wr] = 3,36 mm dla 
modelu w postaci zbioru sił. 
	 Z inżynierskiego punktu widzenia, rozrzut 
wyników spowodowany losowymi zmiana-
mi sztywności podsypki jest zatem pomi-
jalnie mały, niemniej jednak można zauwa-
żyć wyraźną różnicę między rozwiązania-
mi wyznaczonymi w  dwóch rozważanych 
przypadkach obciążenia ruchomego. Anali-
za przebiegów czasowych przedstawionych 
na rysunku 4, w  aspekcie wpływu sposo-
bu modelowania obciążenia, wskazuje jed-
noznacznie, że rozrzut przemieszczeń jest 
większy, gdy pociąg jest opisany serią mas, 
szczególnie w  przypadku drgań dźwigara. 
Natomiast przebiegi wartości oczekiwanych 
nie różnią się istotnie w obu modelach ob-
ciążenia, ani pod względem ilościowym ani 
jakościowym, zarówno w  przypadku ugięć 
dynamicznych dźwigara, jak i szyny.
	 Wpływ modelu obciążenia ruchomego, 
a także wpływ zmian sztywności podsyp-
ki ujawnia się znacznie bardziej w przypad-
ku przyspieszeń drgań. Na rysunku 5 przed-
stawiono przebiegi wartości oczekiwanych 
i  odchyleń standardowych przyspieszeń 
drgań pionowych dźwigara i szyny w środ-
ku rozpiętości przęsła mostu. Prędkość po-
ciągu wynosi v = 60 m/s, podobnie jak po-
przednio.
	 Przebieg czasowy wartości oczekiwa-
nych przyspieszeń drgań dźwigara mosto-
wego, wyznaczony przy założeniu masowe-
go modelu obciążenia, ma charakter znacz-
nie bardziej oscylacyjny, niż ma to miejsce 
w przypadku ruchomych sił skupionych. Po-
nadto, znacznie większe są amplitudy przy-

spieszeń. Największa bezwzględna wartość 
oczekiwana przyspieszenia drgań dźwiga-
ra w  masowym modelu obciążenia wynosi 
E[wg̈  ] = 1,69 m/s2, natomiast w drugim mo-
delu E[wg̈    ]  =  0,88  m/s2. Wartości te różnią 
się prawie dwukrotnie. Nieco mniejsze róż-
nice obserwuje się analizując drgania szy-
ny – największa bezwzględna wartość ocze-
kiwana przyspieszeń drgań szyny wynosi 
E[wr̈  ] = 11,16 m/s2 w modelu masowym, zaś 
w modelu z siłami E[wr̈  ] = 6,70 m/s2. Przebie-
gi przyspieszeń szyny w obu modelach ob-
ciążenia mają silnie oscylacyjny charakter. 
	 Na szczególną uwagę zasługują przebie-
gi czasowe odchyleń standardowych przy-
spieszenia drgań analizowanej konstrukcji. 
W przypadku uwzględnienia inercji pojazdu 
szynowego ujawnia się znaczący wpływ lo-
sowych fluktuacji sztywności podsypki. Mak-
symalne odchylenia standardowe przyspie-
szeń drgań dźwigara i  szyny w  środku roz-
piętości mostu wynoszą: D[wg̈    ] = 0,39 m/s2 
i  D[wr̈  ]  =  1,55  m/s2, co stanowi odpowied-
nio 23% i 14% maksymalnych wartości ocze-
kiwanych. To oznacza, że rozrzut wartości 
przyspieszeń pojawiający się wskutek loso-
wych zmian sztywności podsypki jest znacz-
ny. Przyjęcie uproszczonego modelu obcią-
żenia, w postaci ruchomych sił skupionych, 
znacząco degeneruje wyniki i  może pro-
wadzić do fałszywych wniosków, że loso-
we zmiany sztywności podsypki nie wpły-
wają znacząco na przyspieszenia drgań, po-
nieważ maksymalne odchylenia standardo-
we przyspieszeń są niewielkie i  wynoszą: 
D[wg̈  ] = 0,004 m/s2 i D[wr̈  ] = 0,197 m/s2. 
	 Tak znaczne różnice ilościowe i  jakościo-
we w  wynikach przyspieszeń wskazują na 
konieczność uwzględniania sił bezwładno-
ści pojazdu w kompleksowej analizie drgań 
losowych, obejmującej odpowiedzi układu 
w zakresie przemieszczeń i przyspieszeń. Po-
nadto, tak znaczny wpływ sposobu mode-
lowania obciążenia ruchomego na odpo-
wiedź dynamiczną układu, wskazuje na ko-
nieczność uszczegółowienia modelu pocią-
gu poprzez dodanie odrębnego podukładu 
masowego – resorowanego, posiadającego 
własne dynamiczne stopnie swobody.

Analiza wpływu funkcji korelacji

W pracy [9] autorzy zbadali wpływ parame-
tru α, odpowiedzialnego za szybkość zani-
kania korelacji, na charakterystyki proba-
bilistyczne drgań mostu kolejowego z  na-
wierzchnią podsypkową. Stwierdzili, że im 
większa jest wartość parametru α, czyli pro-
ces losowych zmian sztywności podsypki 
jest bardziej chaotyczny, tym większe są od-
chylenia standardowe przemieszczeń dźwi-
gara mostowego i szyny. Wobec powyższe-
go, w niniejszej pracy rozważono przypadek 
procesu najbardziej chaotycznego, opisa-
nego funkcją korelacyjną typu „biały szum”. 
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Zbadano także, jakie znaczenie ma przyję-
cie założenia o  oscylacyjności funkcji kore-
lacyjnej, z pulsacją odpowiadającą dominu-
jącej długości fali zmian sztywności podsyp-
ki Tθ = 0,6 m. Biorąc pod uwagę wyniki obli-
czeń opisane w poprzednim punkcie niniej-
szej pracy, badania numeryczne przeprowa-
dzono tylko w  zakresie przyspieszeń drgań 
konstrukcji, przyjmując masowy model ob-
ciążenia mostu przejazdem pociągu i  te 
same dane wyjściowe opisujące konstrukcję 
i pojazd szynowy.
	 Na rysunku 6 przedstawiono przebie-
gi odchyleń standardowych przyspieszeń 
drgań pionowych dźwigara mostowego 
i szyny w środku rozpiętości mostu, wyzna-
czone przy założeniu trzech funkcji kore-
lacyjnych, wyszczególnionych w  tabeli 1. 

Jak widać na rysunku, średni rozrzut przy-
spieszeń drgań dźwigara mostowego i szy-
ny w  istotny sposób zależy od typu kore-
lacji zmian sztywności podsypki. Pominię-
cie pulsacji w  eksponencjalnie zanikającej 
funkcji korelacyjnej, równoznaczne z  bra-
kiem uprzywilejowania wybranej fali zmian 
sztywności podsypki, powoduje około czte-
rokrotne zwiększenie odchyleń standardo-
wych przyspieszeń drgań dźwigara i  szyny. 
Największe odchylenia standardowe otrzy-
muje się w  przypadku procesu najbardziej 
chaotycznego – typu „biały szum”. W rozwa-
żanym przykładzie są one około siedmio-
krotnie większe od odchyleń wyznaczonych 
przy założeniu eksponencjalnie zanikającej 
korelacji z  pulsacją. Maksymalne wartości 
odchyleń wynoszą odpowiednio:

1.	D[wg̈  ] =  0,39 m/s2 i D[wr̈  ] = 1,55 m/s2 – dwu-
parametrowa funkcja korelacji z pulsacją,

2.	D[wg̈  ]  = 1,65 m/s2 i D[wr̈  ]= 5,67 m/s2 – jed-
noparametrowa funkcja korelacji bez pul-
sacji,

3.	D[wg̈    ] =  2,65  m/s2 i  D[wr̈  ] =  9,14  m/s2 – 
– funkcja korelacji typu „biały szum”.

	 Stwierdzono, że rodzaj korelacji ma nie-
co większy wpływ na rozrzut przyspie-
szeń drgań dźwigara niż na drgania szy-
ny. W  obu przypadkach wpływ ten nale-
ży uznać za duży, ponieważ różnice między 
odchyleniami standardowymi są porówny-
walne z  maksymalnymi wartościami ocze-
kiwanymi przyspieszeń (E[wg¨]  =  1,69  m/s2 
i E[wr¨]= 11,16 m/s2, niezależnie od typu ko-
relacji). Stąd wynika wniosek, że w celu uzy-
skania precyzyjnej odpowiedzi na pytanie: 

5. Przebiegi czasowe wartości oczekiwanych i odchyleń standardowych przyspieszeń drgań w przekroju środkowym dźwigara mostowego i szyny

6. Przebiegi czasowe odchyleń standardowych przyspieszeń drgań dźwigara mostowego i szyny w zależności od założonej funkcji korelacji
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jak duży jest wpływ zmian sztywności pod-
sypki na odpowiedź dynamiczną dźwiga-
ra mostowego i  toru kolejowego, potrzeb-
ne jest przeprowadzenie badań terenowych 
pozwalających określić rzeczywistą postać 
funkcji gęstości widmowej procesu opisują-
cego fluktuacje sztywności.

Podsumowanie

	 W  niniejszej pracy przedstawiono nu-
meryczną metodę wyznaczania przebie-
gów czasowych wartości oczekiwanych 
i  odchyleń standardowych przemiesz-
czeń i  przyspieszeń drgań mostu kolejo-
wego z  nawierzchnią podsypkową o  loso-
wo zmiennej sztywności. Opisana metoda 
umożliwiła efektywną analizę wpływu loso-
wych zmian sztywności podsypki tłucznio-
wej na niestacjonarne drgania mostu spo-
wodowane przejazdem pociągu. Przy zało-
żonym średnim poziomie zmian sztywno-
ści podsypki wokół stałej wartości średniej  
(                ) i przyjętej prędkości przejazdu 
pociągu Shinkansen (v = 60 m/s = 216 km/h) 
przez 21-metrowy, jednotorowy most ze-
spolony, uzyskano wyniki pozwalające sfor-
mułować następujące wnioski:
•	 Analizowane zmiany sztywności podsyp-

ki mają bardzo niewielki wpływ na ugięcia 
dynamiczne dźwigara mostowego i szyny, 
przy czym odchylenia standardowe ugięć 
szyny są o rząd większe od odchyleń uzy-
skiwanych dla dźwigara.

•	 Wartości oczekiwane ugięć dynamicznych 
dźwigara mostowego i  szyny nie zależą 
w  istotny sposób od przyjętego modelu 
obciążenia ruchomego, reprezentujące-
go pojazd szynowy. Nieco większy wpływ 
modelu obciążenia obserwuje się w przy-
padku odchyleń standardowych.

•	 Znaczący wpływ losowych fluktuacji 
sztywności podsypki ujawnia się w  przy-
padku analizy przyspieszeń drgań dźwi-
gara mostowego i  szyny, jeśli zostaną 
uwzględnione siły inercji pojazdu szyno-
wego.

•	 Sposób modelowania obciążenia rucho-
mego wpływa istotnie na przyspiesze-
nia drgań – przebiegi wartości oczekiwa-
nych uzyskiwane przy założeniu modelu 
masowego mają znacznie bardziej oscy-
lacyjny charakter, szczególnie w  odnie-
sieniu do dźwigara mostowego, ponad-
to wartości amplitud drgań są znacząco 
większe (prawie dwukrotnie) niż w przy-
padku modelu w  postaci ruchomych sił 
skupionych, – odchylenia standardowe 
przyspieszeń drgań dźwigara, bliskie zeru 
(0,004  m/s2) w  modelu siłowym, docho-
dzą do 0,4 m/s2 w  modelu masowym a 
w przypadku szyny są kilkukrotnie mniej-
sze niż w masowym modelu obciążenia.

•	 Obserwowane różnice ilościowe i  jako-
ściowe w wynikach wskazują na koniecz-

ność uwzględniania sił bezwładności po-
jazdu w kompleksowych analizach drgań 
losowych, w  których przedmiotem ba-
dań są oprócz przemieszczeń także przy-
spieszenia drgań.

•	 Średni rozrzut przyspieszeń drgań dźwi-
gara mostowego i  szyny w  istotny spo-
sób zależy od typu korelacji zmian sztyw-
ności podsypki na długości toru kolejo-
wego. Największe odchylenia standar-
dowe otrzymuje się w przypadku proce-
su najbardziej chaotycznego – typu „biały 
szum”.

	 Przedstawione wyniki analiz świad-
czą o  potrzebie prowadzenia dalszych ba-
dań w celu uściślenia oceny wpływu zmian 
sztywności podsypki na drgania mostów 
kolejowych. Ze względu na dużą zależność 
uzyskiwanych wyników od założonej aprok-
symacji funkcji korelacyjnej, definiującej pro-
ces zmian sztywności podsypki wzdłuż toru 
kolejowego, istnieje potrzeba eksperymen-
talnego określenia funkcji gęstości widmo-
wej procesu, na podstawie badań tereno-
wych. z kolei, znaczny wpływ sposobu mo-
delowania obciążenia mostu przejazdem 
pociągu na odchylenia standardowe drgań 
układu: dźwigar mostowy – nawierzchnia 
kolejowa, wskazuje na konieczność dalsze-
go rozbudowania modelu pojazdu szyno-
wego, poprzez wprowadzenie resorowane-
go podukładu dynamicznego zbudowane-
go z tarcz masowych o własnych dynamicz-
nych stopniach swobody. 
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