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Parametryczna krzywa przejsciowa

dla drog kolejowych

Wiadystaw Koc

Zakres stosowania krzywych przejsciowych o nieliniowej zmianie krzywizny na drogach kolejowych jest, jak dotqd, bardzo ograniczony. W pracy
(przeprowadzajqc stosowngq analize) wskazano na gtéwnq przyczyne takiego stanu rzeczy — bardzo mate wartosci rzednych poziomych w rejonie
poczqgtkowym, w praktyce czesto wrecz niemozliwe do realizacji. Postanowiono wiec poszukac¢ nowej postaci krzywej przejsciowej, rezygnujqc
zwarunku zerowania sie pochodnej krzywizny w punkcie poczgtkowym i wprowadzajgc tam pewne zaburzenie (mniejsze jednak niz wystepujqgce
w paraboli trzeciego stopnia). Wykorzystujgc metode identyfikacji krzywizny za pomocq réwnan rézniczkowych wyznaczono réwnanie odpo-
wiedniej krzywej przejsciowej, ktérq — z uwagi na wystepujqcy parametr C — okreslono mianem parametrycznej krzywej przejsciowej. Krzywa ta
charakteryzuje sie tagodnym przebiegiem krzywizny w rejonie wejscia w fuk kotowy, a przyjecie odpowiedniej wartosci parametru C € (0,1) zalezy
od konkretnej sytuacji geometrycznej i nastepuje w wyniku analizy wartosci rzednych poziomych w rejonie poczgtkowym krzywej przejsciowe;.
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Idea stosowania krzywych przejsciowych o
nieliniowej zmianie krzywizny — w drogach
kotowych, jak tez kolejowych — ma wie-
loletnig historie. Krzywe te tworza pewna
rodzine, dla ktérej wydaje sie adekwatne
zaproponowane przez R. J. Grabowskiego
[3], okredlenie ,gtadkie krzywe przejsciowe’,
korespondujace z kluczowym znaczeniem
klasy funkcji opisujacej krzywizne. Rozpo-
wszechnienie wiedzy na temat takich krzy-
wych w naszym kraju, w odniesieniu do
drég kolejowych, zawdzieczamy fundamen-
talnemu opracowaniu H. Batucha [1]. Zo-
staty w nim szczegétowo oméwione cztery
postacie gtadkich krzywych przejsciowych:
parabola czwartego stopnia, cosinusoida, si-
nusoida oraz krzywa z rampga przechytkowa
w postaci paraboli trzeciego stopnia (tzw.
krzywa Blossa).

Zeby mozna byto je ze sobg zestawi¢, na-
lezy dokona¢ pewnych zatozery odnosnie do
obowiazujacych wartosci dopuszczalnych
parametrow kinematycznych — przyrostu
przyspieszenia y,,, i predkosci podnosze-
nia kota taboru na rampie przechytkowej
J.,p - PANUje bowiem przedwiadczenie, ze dla
gtadkich krzywych przejsciowych mozna
przyja¢ znacznie wieksze (nawet podwojo-
ne) wartosci dopuszczalne niz dla paraboli
trzeciego stopnia (gdyz maksimum wartosci
yifwystepuje tylko w czesci srodkowej tych
krzywych, a w czesciach skrajnych sg one

52

znacznie mniejsze). Z pogladem tym mozna
jednak polemizowac.

Na rysunku 1 pokazano ksztattowanie sie
v i f na dtugosci krzywych przejsciowych w
postaci paraboli trzeciego stopnia, cosinu-
soidy i sinusoidy. Jak wida¢, przekroczenie
wartosci v i f, wystepujacych na paraboli
trzeciego stopnia, obejmuje co najmniej po-
towe dtugosci gtadkiej krzywej przejsciowej,
a wartos¢ tego przekroczenia jest znaczna.
Dlatego tez wydaje sie wiasciwe utrzymanie
dla wszystkich rodzajow krzywych takich sa-
mych zasad.

Zatozenie jednakowych wartosci Vi |
fdap prowadzi do koniecznosci wydtuzenia
poszczegdlnych gtadkich krzywych przej-
sciowych w stosunku do paraboli trzeciego
stopnia (poprzez wprowadzenie odpowied-
niego wspodtczynnika A). Staje sie wowczas
mozliwe wzajemne poréwnanie rzednych

rampy przechytkowej i rzednych poziomych
(rys.2i3).

W danym przypadku odniesieniem jest
krzywa w postaci paraboli trzeciego stopnia
przyjeta dla nastepujacego uktadu geome-
trycznego:

« maksymalna predkos¢ pociggéw v, =80
km/h,

« promien tuku kotowego R = 500 m,

+ warto$¢ przechytki na fuku k=80 mm,

- dhugosc krzywej przejsciowej (z prostoli-

niowa rampg przechytowa) [, =70 m.

Przy takich danych parametry kinematyczne
przmeUJq nastepujace wartosci:

- przyspieszenie niezrbwnowazone na tuku

kofowym a = 0,464 m/s?,

- predko$¢ zmiany przyspieszenia na krzy-

wej przejsciowej y = 0,147 m/s?,

- predkos¢ podnoszenia kota na rampie

przechytkowej f= 25,4 mm/s.
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1. Wykresy ksztattowania sie y i f na dtugosci wybranych krzywych przejsciowych;
— parabola trzeciego stopnia, 2 - cosinusoida, 3 - sinusoida
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Dtugosci gtadkich krzywych przejscio-
wych na rysunkach 2 i 3 s nastepujace:

- sinusoida (A =2)-1 =140m,
- parabola czvvartego stopnia(A=2)-1 =

140 m,
+ cosinusoida (A =1/2) -1 =109,956 m,
- krzywa Blossa (A =1,5) -1 =105 m.

Przeprowadzone analizy teoretyczne
oraz badania eksperymentalne (m. in. [2, 5,
6, 7,9, 10, 11, 12]) jednoznacznie wskazujg
na mniejsze (a wiec korzystniejsze) oddzia-
tywania dynamiczne podczas przejazdu
po gtadkich krzywych przejsciowych. De-
cydujaca role odgrywa tutaj klasa funkgji
opisujacej krzywizne; dla paraboli trzeciego
stopnia jest to funkcja klasy C° podczas gdy
dla paraboli czwartego stopnia, cosinusoidy
i krzywej Blossa — funkcja klasy C', zas dla si-
nusoidy — funkgcja klasy C2. Jednak pomimo
swoich bezspornych zalet zakres stosowania
gfadkich krzywych przejsciowych w eksplo-
atowanych torach kolejowych jest bardzo
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2. Ksztattowanie sie rzednych rampy przechytkowej na dtugosci paraboli trzeciego stopnia
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3. Ksztattowanie sie rzednych poziomych na dtugosci paraboli trzeciego stopnia

ograniczony. Jak sie wydaje, podstawowa 7,000
przyczyng sceptycyzmu panujacego w tej £.000
kwestii s3 bardzo mate wartosci rzednych '
poziomych w rejonie poczatkowym oma- 5,000
wianych krzywych; uniemozliwia to czgsto y 4,000
ich poprawne wytyczenie w terenie i w [m] 3.000
praktyce prowadzi do skrécenia wykonanej !
krzywej przejsciowej w stosunku do zatozen 2,000
projektowych. 1,000
Rzedne poziome krzywych przejsciowych 0,000
w rejonie poczatkowym -1,000
Popatrzmy zatem, jak ksztattuja sie rzedne
poziome krzywych przejsciowych z rysunku
3 na odcinku pierwszych 20 metréw. Poka-
zano to na rysunku 4. Odpowiednie wartosci
liczbowe zawiera tablica 1.
Patrzac na wartosci w tablicy 1 trudno
sie dziwi¢, ze celowos¢ stosowania gtadkich
krzywych przejsciowych budzi az takie wat- 0.045
pliwosci. Rzedne poziome w rejonie poczat- '
kowym s3 dla tych krzywych bardzo mate, 0,040
wielokrotnie mniejsze niz rzedne paraboli 0,035
trzeciego stopnia. Relatywnie najlepiej wy- 0,030
pada krzywa Blossa, zresztg najkrétsza spo- Y 0,025
$rod  rozpatrywanych gtadkich  krzywych. [m] 0.020
Najkorzystniejsza pod wzgledem dynamicz- '
nym sinusoida wydaje sie wiasciwie niemoz- O1S
liwa do realizacji — w danym przypadku jej 0,010
rzedne na pierwszych 20 metrach dtugosci 0,005
nie osiggaja nawet 1 milimetra. 0,000
Moze wiec nalezatoby rozpatrzy¢ moz- 0,005
liwosci zastosowania innych postaci krzy-
wych przejsciowych. Dla drég kotowych R.
J. Grabowski [3] opracowat koncepcje tzw.
gtadkich wielomianowych krzywych przej-
sciowych. Jest to rodzina krzywych parame-
trycznych opisanych réwnaniem
1 2-5C 7-15C 1-2C
y(xzf[Cx+ x*- x6] 04
R 2P 5K 2F
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4. Ksztattowanie sie rzednych poziomych w rejonie poczqtkowym
rozpatrywanych krzywych przejsciowych
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y(0)=01i y(0) =0.

Tab.1. Wybrane wartosci rzednych poziomych y [mm
‘ " I z¢dnych poziomychy [mm] Uzyskana w ten sposéb krzywizna k(x)

Krzywa przejiciowa x=5m x=10m x=15m x=20m krzywej przejsciowej rozni sie, oczywiscie,
Parabola trzeciego stopnia 0,59524 4,76190 16,07143 38,09524 od krzywizny wyjsciowej k (x). Roznica ta za-
Parabola czwartego stopnia 0,01063 0,17007 0,86097 2,72109 lezy od Wartsédknalchylem? Siycznej %’ (%) W

Krzywa Blossa 0,02780 0,43624 2,16472 6,70338 stosowanyeh wkoigjnictwie krzywych przej-

—— Sciowych (gdy tak jak w rozpatrywanym
Cosinusoida 0,02124 0,33921 1,71143 5,38329 przez nas przypadku przyjmujemy ukiad
Sinusoida 0,00075 0,02386 0,18013 0,75276 wspotrzednych, w ktorym poczatek krzywej

Jak sie okazuje, z rownania (1) dlaC=0,5
otrzymujemy réwnanie krzywej Blossa; inne
wartosci C zapewniaja jeszcze tagodniejsze
przejscie z prostej na tuk kotowy [5]. Miejsce
gfadkich wielomianowych krzywych przej-
Sciowych staje sie w ten sposéb bardziej
okredlone. Jest to rodzina jednoparame-
trowa; wystepujacy parametr C decyduje
o charakterze rozktadu krzywizny. Ogdlnie
mowiac rozkfad krzywizny jest tutaj niesy-
metryczny, z wyjatkiem przypadku C = 0,5
(tj. krzywej Blossa), a funkcja krzywizny jest
klasy C'. Krzywe te, zastosowane w drogach
kolejowych, nie poprawia sytuacji w zakresie
wartosci rzednych poziomych rejonu po-
czatkowego.

Z przeprowadzonych rozwazah nasu-
wa sie wniosek, ze podstawowa przyczyna
stwierdzonych trudnosci tkwi w nadmier-
nym wyfagodzeniu krzywizny w rejonie po-
czatkowym gtadkiej krzywej przejsciowej.
Aby temu zapobiec, nalezy zrezygnowac
z warunku zerowania sie pochodnej krzy-
wizny w punkcie poczatkowym i przyjecie
tam pewnej wartosci liczbowej, mniejszej
jednak niz ma to miejsce w przypadku pa-
raboli trzeciego stopnia. Funkcja opisujaca
krzywizne bedzie funkcja klasy C°, jednak — z
uwagi na tagodne przejscie w rejonie tuku
kotowego oraz tagodniejsze niz dla paraboli
trzeciego stopnia w rejonie poczatkowym —
uzyskana krzywa moze by¢ nadal zaliczana
do gtadkich krzywych przejsciowych.

Parametryczna krzywa przejsciowa

Identyfikacja problemu krzywych przej-
Sciowych na podstawie wystepujacych
przyspieszen poprzecznych zostata przed-
stawiona w pracy [8]. Analogiczny tok poste-
powania moze znalez¢ zastosowanie przy
wyznaczaniu rozktadu krzywizny. Rozkfadu
krzywizny na dtugosdi, tj. funkgji k(), nalezy
poszukiwac wsréd rozwigzan réwnania rdz-
niczkowego

k() = f[ Lk, ..., Km0 (2)

z warunkami na poczatku (dla I=0) i na kon-
cu (dlal=1) krzywej przejsciowej

k(0)=0 dla i=012 .., n,
3)
K)1)=0 dia j=12, .. n,
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Rzad rownania rézniczkowego (2) wynosi m
=nl + n2+ 2,a otrzymana funkcja k(l) jest
funkcjg klasy C" w przedziale ( 0,1,), gdzie n
=min (nl,n2).

Przyjmujemy réwnanie rézniczkowe

k91) =0 (4)

z nastepujacymi warunkami (przy zatozeniu,
Ze stafa liczbowa C > 0):

1

k(0*)=0 k( )=—
R

C
k'(0") =— kK,)=0
RI

k

Rozwigzanie problemu rézniczkowego
(4), (5) prowadzi do wyznaczenia réwnania
krzywizny nowej krzywej przejsciowej, kto-
rg — z uwagi na wystepujacy parametr C -
okreslimy mianem krzywej parametrycznej.
Réwnanie to ma postac

1 2 lS

)
k)= —|C—+3-2C)—-(2-C)—
- 1620, )lz}

6

Rownaniu (6) odpowiada réwnanie rampy
przechytkowej

! 3 P
h()=h, [C?+(3-ZC)17-(2—C)17]

k k k

)

Naszym celem jest teraz zapisanie réwna-
nia krzywej przejsciowej w uktadzie wspot-
rzednych prostokatnych (x, y), w ktérym os
odcietych jest styczna do krzywej przejscio-
wej i pokrywa sie z kierunkiem gtéwnym
trasy. Tak, jak sie to powszechnie praktykuje,
przyjmujemy, ze zamodelowana krzywizna
k(l) odnosi sie do swego rzutu na os x, czy-
lize I=x oraz k(l) = k(x) . Jednoczesnie
uznajemy k,(x) jako réwnanie drugiej po-
chodnej szukanej funkdji y(x). Réwnanie to
nastepnie dwukrotnie catkujemy, uzyskujac
¥ () 1 y(x); uwzgledniamy przy tym warunki:

ﬁrzeglqd komunikacyjny

jest styczny do osi odcietych) wartos¢ stycz-
nej y'(x) na dhugosci jest niewielka, dlatego
tez roznica pomiedzy krzywiznami  k,(x) i
k(x) jest praktycznie nieistotna. Taki sposéb
wyznaczania rzednych krzywej przejsciowe]
znalazt zastosowanie rowniez w pracy H. Ba-
tucha [1].

Po dwukrotnym scatkowaniu funkcji
kO(x) otrzymujemy réwnanie parametrycz-
nej krzywej przejsciowej

1/1C 13-2C
y(x)=7(77x3+—

12-C
)
R6I, 12 P

.20 P,

(8)

Najwieksze wartosci parametrow kine-
matycznych wystepujg w punkcie, w ktorym
takze najwieksza jest pochodna krzywizny

kW) =k() = c (3'202] !

= = ]

max ) 320 'R ©)
(3-2C)

Wyrazenie A:[C+ 3(2-C) } okresla

relacje dtugosdci parametrycznej krzywej
przejsciowej i paraboli trzeciego stopnia (dla
ktérej we wzorach obliczeniowych A=1).
Wspotczynnik ten przyjmuje najmniejsza
wartos¢ dla C=1 iwynosi A =4/3.

Na rysunku 5 pokazano ksztattowanie sie
rzednych poziomych na dtugosci parame-
trycznej krzywej przejsciowej (C = 0,25, C=
0,51 C=1,0) oraz paraboli trzeciego stopnia i
krzywej Blossa. Jak wida¢, dla Ce (0,1) rzedne
y(x) roznig sie wyraznie miedzy sobg na catej
dtugosci krzywej przejsciowej. Krzywa para-
metryczna C =1 ma rzedne poziome zblizo-
ne do rzednych paraboli trzeciego stopnia,
rzedne pozostatych krzywych mieszczg sie
miedzy rzednymi paraboli trzeciego stopnia
i krzywej Blossa (tj. krzywej C = 0). Uwagi te
dotycza réwniez rzednych rampy przechyt-
kowej h(x).

Dla C =1 rzedne y(x) s3 na catej dtugosci
zblizone zaréwno do siebie, jak tez do rzed-
nych paraboli trzeciego stopnia (poszcze-
gdlne krzywe réznig sie tylko dtugoscia). Do-
tyczy to réwniez rzednych h(x) na dtugosci x
€ (0,%/2); réznicuja sie dopiero na drugiej po-
towie rampy przechytowej (rys. 6). Wszystko
to sprawia, ze zastosowanie parametrycz-
nych krzywych przejsciowych majacych C
=1 nie bytoby korzystne; poprawiaja one
wejscie na tuk kotowy, natomiast w rejonie
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poczatkowym pozostaje nadal gwattowne
zaburzenie krzywizny, jakie cechuje parabo-
le trzeciego stopnia.

Przydatnych w praktyce rozwigzan po-
winnismy zatem szuka¢ wsrdd  krzywych
parametrycznych o C e (0,1). Kryterium wy-
boru powinny oczywiscie stanowi¢ wartosci
rzednych poziomych w rejonie poczatko-
wym. Na rysunku 7 pokazano ksztattowanie
sie rzednych poziomych w rejonie poczat-
kowym wybranych krzywych parametrycz-
nych.

Rampy przechytkowe na krzywych przej-
sciowych z rysunku 7 pokazano na rysunku
8. Jak wida¢, poczatek rampy na krzywych
parametrycznych nie daje tagodnego przej-
$cia z prostej na krzywa przejsciowa; nalezy
jednak dazy¢ do tego, zeby wystepujgca na
nich sytuacja byta korzystniejsza niz na po-
czatku rampy prostoliniowe.

Wybor najkorzystniejszego rozwigzania

Wybdr postaci krzywej parametrycznej (4.
przyjecie odpowiednie] wartosci parame-
tru C) zaleze¢ bedzie od konkretnej sytuacji
geometrycznej. Sprawg podstawowa stanie
sie analiza wartosci rzednych poziomych w
rejonie poczatkowym. W tablicy 2 podano
wartosci tych rzednych na odcinku pierw-
szych 20 metréw przy réznych wartosciach
parametru C (dla danych liczbowych wyko-
rzystywanych w niniejszej pracy). Rzedne te
s znacznie wieksze od podanych w tablicy
1 rzednych gtadkich krzywych przejscio-
wych. Przydatne moze sie przy tym réwniez
okazac¢ sporzadzenie wykresow zaleznosci
¥(C) dla wybranych punktéw rejonu poczat-
kowego.

Jak sie wydaje, w rozpatrywanym przy-
padku najbardziej wiasciwe mogtoby sie
okaza¢ zastosowanie krzywej parametrycz-
nej C = 0,5. Posiada ona juz dosy¢ wyrazne
(tylko dwa razy mniejsze niz parabola trze-
ciego stopnia) rzedne poziome w rejonie
poczatkowym. Jednoczesnie cechuje ja
stosunkowo tagodne przejscie z prostej na
krzywa przejsciowa; pochodna krzywizny w
punkcie poczatkowym stanowi jedynie 36 %
wartosci wystepujacej na paraboli trzeciego
stopnia.

Podsumowanie

- Zakres stosowania gfadkich krzywych
przejsciowych na drogach kolejowych
jest, jak dotad, bardzo ograniczony. Krzy-
we te znane sg od dawna i posiadajg sze-
reg bezspornych zalet; przede wszystkim
cechuja je mniejsze wartosci oddziatywan
dynamicznych. Niestety krzywe te majg
jedna, zasadniczg wade — bardzo mate
wartosci rzednych poziomych w rejonie
poczatkowym, w praktyce czesto niemoz-
liwe do realizacji i nastepnie utrzymania.
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5. Ksztattowanie sie rzednych poziomych na diugosci parametrycznej
krzywej przejsciowej (C=0,25,C=0,5iC=1,0) oraz paraboli
trzeciego stopnia i krzywej Blossa
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6. Ksztattowanie sie rzednych rampy przechytkowej na dtugosci parametrycznej
krzywej przejsciowej (C=1,0, C= 1,251 C=1,5) oraz paraboli
trzeciego stopnia
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7. Ksztaftowanie sie rzednych poziomych wybranych krzywych
parametrycznych w rejonie poczqtkowym
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- Podstawowg przyczyne trudnosci wyste-

pujacych w znanych postaciach gfadkich
krzywych przejsciowych stanowi nad-
mierne wytagodzenie krzywizny w ich
rejonie poczatkowym. Nalezy zatem zna-
lez¢ nowg postac krzywej przejsciowe)j,
rezygnujac z warunku zerowania sie po-
chodnej krzywizny w punkcie poczatko-
wym. Do tego celu wykorzystano metode
identyfikacji krzywizny za pomoca réwnan
rézniczkowych, uzyskujgc rodzine para-
metrycznych krzywych przejsciowych.

- Parametryczna krzywa przejsciowa cha-

rakteryzuje sie tagodnym przebiegiem
krzywizny w rejonie wejscia w tuk kotowy
oraz jej pewnym zaburzeniem w punkcie
poczatkowym (mniejszym jednak niz w
przypadku paraboli trzeciego stopnia).
Przyjecie odpowiedniej wartosci para-
metru zalezy od konkretnej sytuacji geo-
metrycznej i nastepuje w wyniku analizy
wartosci rzednych poziomych w rejonie
poczatkowym krzywej przejsciowe)j. 4

ﬁrzeglqd komunikacyjny

25,0

20,0 e

: o
= PAR 3 st

[mm] 150
e
1{:'_.':' ////"ﬂ- C:D.25
— =05
5.0 ‘/-""
%// —C=10
0,0 T
0 5 10 15 20 25
% [m]
8. Ksztattowanie sie rzednych rampy przechytkowej na wybranych krzywych
parametrycznych w rejonie poczgtkowym
Tab.2. Wybrane wartosci rzednych poziomych y [mm]
dla réznych postaci krzywej parametrycznej

Krzywa A Ik [m] X=5m Xx=10m Xx=15m Xx=20m
(=01 1,47544 103,281 0,06715 0,74299 3,17309 9,02992
(=02 1,45185 101,630 0,10768 1,05838 4,20766 11,4184
(=03 1,429M 100,059 0,14937 1,38197 5,26677 13,84473
(=04 1,40833 98,583 0,19212 1,71307 6,34783 16,32205
(=05 1,38889 97,222 0,23582 2,05062 744707 18,83441
(=06 137143 96,000 0,28027 2,39303 8,55904 21,36863
=07 1,35641 94,949 0,32520 2,73807 9,67608 23,90646
(=08 1,34444 94111 0,37021 3,08258 10,78755 26,42272
(=09 1,33636 93,545 0,41474 342211 11,87862 28,88280
(=10 1,33333 93,333 0,45800 3,75046 12,92876 31,23907
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