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Idea stosowania krzywych przejściowych o 
nieliniowej zmianie krzywizny – w drogach 
kołowych, jak też kolejowych – ma wie-
loletnią historię. Krzywe te tworzą pewną 
rodzinę, dla której wydaje się adekwatne 
zaproponowane przez R. J. Grabowskiego 
[3], określenie „gładkie krzywe przejściowe”, 
korespondujące z kluczowym znaczeniem 
klasy funkcji opisującej krzywiznę. Rozpo-
wszechnienie wiedzy na temat takich krzy-
wych w naszym kraju, w odniesieniu do 
dróg kolejowych, zawdzięczamy fundamen-
talnemu opracowaniu H. Bałucha [1]. Zo-
stały w nim szczegółowo omówione cztery 
postacie gładkich krzywych przejściowych: 
parabola czwartego stopnia, cosinusoida, si-
nusoida oraz krzywa z rampą przechyłkową 
w postaci paraboli trzeciego stopnia (tzw. 
krzywa Blossa).
	 Żeby można było je ze sobą zestawić, na-
leży dokonać pewnych założeń odnośnie do 
obowiązujących wartości dopuszczalnych 
parametrów kinematycznych – przyrostu 
przyspieszenia ψdop i prędkości podnosze-
nia koła taboru na rampie przechyłkowej 
fdop . Panuje bowiem przeświadczenie, że dla 
gładkich krzywych przejściowych można 
przyjąć znacznie większe (nawet podwojo-
ne) wartości dopuszczalne niż dla paraboli 
trzeciego stopnia (gdyż maksimum wartości  
ψ i f występuje tylko w części środkowej tych 
krzywych, a w częściach skrajnych są one 

znacznie mniejsze). Z poglądem tym można 
jednak polemizować. 
	 Na rysunku 1 pokazano kształtowanie się  
ψ i f na długości krzywych przejściowych w 
postaci paraboli trzeciego stopnia, cosinu-
soidy i sinusoidy. Jak widać, przekroczenie  
wartości ψ i f, występujących na paraboli 
trzeciego stopnia, obejmuje co najmniej po-
łowę długości gładkiej krzywej przejściowej, 
a wartość tego przekroczenia jest znaczna. 
Dlatego też wydaje się właściwe utrzymanie 
dla wszystkich rodzajów krzywych takich sa-
mych zasad. 
	 Założenie jednakowych wartości ψdop i 
fdop prowadzi do konieczności wydłużenia 
poszczególnych gładkich krzywych przej-
ściowych w stosunku do paraboli trzeciego 
stopnia (poprzez wprowadzenie odpowied-
niego współczynnika A). Staje się wówczas 
możliwe wzajemne porównanie rzędnych 

rampy przechyłkowej i rzędnych poziomych 
(rys. 2 i 3). 
	 W danym przypadku odniesieniem jest 
krzywa w postaci paraboli trzeciego stopnia 
przyjęta dla następującego układu geome-
trycznego:
•	 maksymalna prędkość pociągów vp = 80 

km/h,
•	 promień łuku kołowego R = 500 m,
•	 wartość przechyłki na łuku h0 = 80 mm,
•	 długość krzywej przejściowej (z prostoli-

niową rampą przechyłową) lk = 70 m.
Przy takich danych parametry kinematyczne 
przyjmują następujące wartości:
•	 przyspieszenie niezrównoważone na łuku 

kołowym am = 0,464 m/s2,
•	 prędkość zmiany przyspieszenia na krzy-

wej przejściowej ψ = 0,147 m/s3,
•	 prędkość podnoszenia koła na rampie 

przechyłkowej f = 25,4 mm/s.
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1. Wykresy kształtowania się  ψ  i  f  na długości wybranych krzywych przejściowych;
1 – parabola trzeciego stopnia, 2 – cosinusoida, 3 – sinusoida
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	 Długości gładkich krzywych przejścio-
wych na rysunkach 2 i 3 są następujące:
•	 sinusoida (A = 2) – lk = 140 m,
•	 parabola czwartego stopnia (A = 2) – lk = 

140 m, 
•	 cosinusoida (A = π/2) – lk = 109,956 m,
•	 krzywa Blossa (A = 1,5) – lk = 105 m.
	 Przeprowadzone analizy teoretyczne 
oraz badania eksperymentalne (m. in. [2, 5, 
6, 7, 9, 10, 11, 12]) jednoznacznie wskazują 
na mniejsze (a więc korzystniejsze) oddzia-
ływania dynamiczne podczas przejazdu 
po gładkich krzywych przejściowych. De-
cydującą rolę odgrywa tutaj klasa funkcji 
opisującej krzywiznę; dla paraboli trzeciego 
stopnia jest to funkcja klasy C0, podczas gdy 
dla paraboli czwartego stopnia, cosinusoidy 
i krzywej Blossa – funkcja klasy C1, zaś dla si-
nusoidy – funkcja klasy C2. Jednak pomimo 
swoich bezspornych zalet zakres stosowania 
gładkich krzywych przejściowych w eksplo-
atowanych torach kolejowych jest bardzo 
ograniczony. Jak się wydaje, podstawową 
przyczyną sceptycyzmu panującego w tej 
kwestii są bardzo małe wartości rzędnych 
poziomych w rejonie początkowym oma-
wianych krzywych; uniemożliwia to często 
ich poprawne wytyczenie w terenie i w 
praktyce prowadzi do skrócenia wykonanej 
krzywej przejściowej w stosunku do założeń 
projektowych.

Rzędne poziome krzywych przejściowych 
w rejonie początkowym
	
	 Popatrzmy zatem, jak kształtują się rzędne 
poziome krzywych przejściowych z rysunku 
3 na odcinku pierwszych 20 metrów. Poka-
zano to na rysunku 4. Odpowiednie wartości 
liczbowe zawiera tablica 1.
	 Patrząc na wartości w tablicy 1 trudno 
się dziwić, że celowość stosowania gładkich 
krzywych przejściowych budzi aż takie wąt-
pliwości. Rzędne poziome w rejonie począt-
kowym są dla tych krzywych bardzo małe, 
wielokrotnie mniejsze niż rzędne paraboli 
trzeciego stopnia. Relatywnie najlepiej wy-
pada krzywa Blossa, zresztą najkrótsza spo-
śród rozpatrywanych gładkich krzywych. 
Najkorzystniejsza pod względem dynamicz-
nym sinusoida wydaje się właściwie niemoż-
liwa do realizacji – w danym przypadku jej 
rzędne na pierwszych 20 metrach długości 
nie osiągają nawet 1 milimetra. 
	 Może więc należałoby rozpatrzyć moż-
liwości zastosowania innych postaci krzy-
wych przejściowych. Dla dróg kołowych R. 
J. Grabowski [3] opracował koncepcję tzw. 
gładkich wielomianowych krzywych przej-
ściowych. Jest to rodzina krzywych parame-
trycznych opisanych równaniem

y(x)=       [ C x +                  x4 -                  x5 +               x6 ]  ,    0,4 ≤ C ≤ 0,6			   (1)
1 2 - 5 C 7 - 15 C 1 - 2 C

R 2 l3 5 l4 2 l5
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2. Kształtowanie się rzędnych rampy przechyłkowej na długości paraboli trzeciego stopnia
i gładkich krzywych przejściowych

3. Kształtowanie się rzędnych poziomych na długości paraboli trzeciego stopnia
i gładkich krzywych przejściowych

4. Kształtowanie się rzędnych poziomych w rejonie początkowym
rozpatrywanych krzywych przejściowych
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	 Jak się okazuje, z równania (1) dla C = 0,5 
otrzymujemy równanie krzywej Blossa; inne 
wartości C zapewniają jeszcze łagodniejsze 
przejście z prostej na łuk kołowy [5]. Miejsce 
gładkich wielomianowych krzywych przej-
ściowych staje się w ten sposób bardziej 
określone. Jest to rodzina jednoparame-
trowa; występujący parametr C decyduje 
o charakterze rozkładu krzywizny. Ogólnie 
mówiąc rozkład krzywizny jest tutaj niesy-
metryczny, z wyjątkiem przypadku C = 0,5 
(tj. krzywej Blossa), a funkcja krzywizny jest 
klasy C1. Krzywe te, zastosowane w drogach 
kolejowych, nie poprawią sytuacji w zakresie 
wartości rzędnych poziomych rejonu po-
czątkowego.
	 Z przeprowadzonych rozważań nasu-
wa się wniosek, że podstawowa przyczyna 
stwierdzonych trudności tkwi w nadmier-
nym wyłagodzeniu krzywizny w rejonie po-
czątkowym gładkiej krzywej przejściowej. 
Aby temu zapobiec, należy zrezygnować 
z warunku zerowania się pochodnej krzy-
wizny w punkcie początkowym i przyjęcie 
tam pewnej wartości liczbowej, mniejszej 
jednak niż ma to miejsce w przypadku pa-
raboli trzeciego stopnia. Funkcja opisująca 
krzywiznę będzie funkcją klasy C0, jednak – z 
uwagi na łagodne przejście w rejonie łuku 
kołowego oraz łagodniejsze niż dla paraboli 
trzeciego stopnia w rejonie początkowym – 
uzyskana krzywa może być nadal zaliczana 
do gładkich krzywych przejściowych.

Parametryczna krzywa przejściowa
	
	 Identyfikacja problemu krzywych przej-
ściowych na podstawie występujących 
przyspieszeń poprzecznych została przed-
stawiona w pracy [8]. Analogiczny tok postę-
powania może znaleźć zastosowanie przy 
wyznaczaniu rozkładu krzywizny. Rozkładu 
krzywizny na długości, tj. funkcji k(l), należy 
poszukiwać wśród rozwiązań równania róż-
niczkowego 

k(m)(l) = f [ l.k.k', ... , k(m-1)] (2)

z warunkami na początku (dla l = 0) i na koń-
cu (dla l = lk) krzywej przejściowej

k(i)(o+) = 0   dla   i = 0,1,2, ..., n1

k(j)(l-) = 0   dla   j = 1,2, ..., n2

(3)

Rząd równania różniczkowego (2) wynosi m 
= n1 + n2 + 2, a otrzymana funkcja  k(l)  jest 
funkcją klasy Cn w przedziale ( 0,lk ), gdzie n 
= min ( n1,n2).

Przyjmujemy równanie różniczkowe

k(4)(l) = 0 (4)     

z następującymi warunkami (przy założeniu, 
że stała liczbowa C > 0):

k'(0+) = k'(l-
k ) = 0

1

C
R

Rlk

k(0 +) = 0 k(l-
k )= 

	 (5)
                        		    

	 Rozwiązanie problemu różniczkowego 
(4), (5) prowadzi do wyznaczenia równania 
krzywizny nowej krzywej przejściowej, któ-
rą – z uwagi na występujący parametr C – 
określimy mianem krzywej parametrycznej. 
Równanie to ma postać

k(l)=       [ C     + (3 - 2 C)      - (2 - C)      ]1 l l2 l3

R lk l2
k l3

k

(6)

Równaniu (6) odpowiada równanie rampy 
przechyłkowej

h(l)= h0  [ C     + (3 - 2 C)      - (2 - C)      ]l l2 l3

lk l2
k l3

k

(7)   

	 Naszym celem jest teraz zapisanie równa-
nia krzywej przejściowej w układzie współ-
rzędnych prostokątnych (x, y), w którym oś 
odciętych jest styczna do krzywej przejścio-
wej i pokrywa się z kierunkiem głównym 
trasy. Tak, jak się to powszechnie praktykuje, 
przyjmujemy, że zamodelowana krzywizna  
k(l)  odnosi się do swego rzutu na oś  x , czy-
li że  l = x  oraz  k(l) = k0(x) . Jednocześnie 
uznajemy k0(x)  jako równanie  drugiej po-
chodnej szukanej funkcji  y(x). Równanie to 
następnie dwukrotnie całkujemy, uzyskując  
y’(x)  i  y(x); uwzględniamy przy tym warunki:  

y(0) = 0  i  y’(0) = 0. 
	 Uzyskana w ten sposób krzywizna k(x) 
krzywej przejściowej różni się, oczywiście, 
od krzywizny wyjściowej k0(x). Różnica ta za-
leży od wartości nachylenia stycznej  y’(x) . W 
stosowanych w kolejnictwie krzywych przej-
ściowych (gdy tak jak w rozpatrywanym 
przez nas przypadku przyjmujemy układ 
współrzędnych, w którym początek krzywej 
jest styczny do osi odciętych) wartość stycz-
nej y’(x)  na długości jest niewielka, dlatego 
też różnica pomiędzy krzywiznami  k0(x) i  
k(x)  jest praktycznie nieistotna. Taki sposób 
wyznaczania rzędnych krzywej przejściowej 
znalazł zastosowanie również w pracy H. Ba-
łucha [1].
	 Po dwukrotnym scałkowaniu funkcji  
k0(x)  otrzymujemy równanie parametrycz-
nej krzywej przejściowej

y(x) =    (       x3 +                   x4 -                  x5)  1 1 1 13 - 2 C 2 - CC

R 6 12 20l2
k l3

klk

(8)
	 Największe wartości parametrów kine-
matycznych występują w punkcie, w którym 
także największa jest pochodna krzywizny

maxk'(l) = k'(l0) = [ C +                 ](3 - 2C)2 1

3(2-C) Rlk

    (9)

Wyrażenie A = [ C +                 ](3 - 2C)2

3(2-C)  określa 
relację długości parametrycznej krzywej 
przejściowej i paraboli trzeciego stopnia (dla 
której we wzorach obliczeniowych A=1). 
Współczynnik ten przyjmuje najmniejszą 
wartość dla C = 1  i wynosi A = 4/3.
	 Na rysunku 5 pokazano kształtowanie się 
rzędnych poziomych na długości parame-
trycznej krzywej przejściowej (C = 0,25, C= 
0,5 i C = 1,0) oraz paraboli trzeciego stopnia i 
krzywej Blossa. Jak widać, dla C є (0,1) rzędne 
y(x) różnią się wyraźnie miedzy sobą na całej 
długości krzywej przejściowej. Krzywa para-
metryczna C = 1 ma rzędne poziome zbliżo-
ne do rzędnych paraboli trzeciego stopnia, 
rzędne pozostałych krzywych mieszczą się 
miedzy rzędnymi paraboli trzeciego stopnia 
i krzywej Blossa (tj. krzywej C = 0). Uwagi te 
dotyczą również rzędnych rampy przechył-
kowej h(x).
	 Dla C ≥1 rzędne y(x) są na całej długości 
zbliżone zarówno do siebie, jak też do rzęd-
nych paraboli trzeciego stopnia (poszcze-
gólne krzywe różnią się tylko długością). Do-
tyczy to również rzędnych h(x) na długości x 
є (0,lk/2); różnicują się dopiero na drugiej po-
łowie rampy przechyłowej (rys. 6). Wszystko 
to sprawia, że zastosowanie parametrycz-
nych krzywych przejściowych mających C 
≥1 nie byłoby korzystne; poprawiają one 
wejście na łuk kołowy, natomiast w rejonie 
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Krzywa przejściowa x = 5 m x = 10 m x = 15 m x = 20 m

Parabola trzeciego stopnia 0,59524 4,76190 16,07143 38,09524

Parabola czwartego stopnia 0,01063 0,17007 0,86097 2,72109

Krzywa Blossa 0,02780 0,43624 2,16472 6,70338

Cosinusoida 0,02124 0,33921 1,71143 5,38329

Sinusoida 0,00075 0,02386 0,18013 0,75276

Tab.1.  Wybrane wartości rzędnych poziomych y [mm]
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początkowym pozostaje nadal gwałtowne 
zaburzenie krzywizny, jakie cechuje parabo-
lę trzeciego stopnia.
	 Przydatnych w praktyce rozwiązań po-
winniśmy zatem szukać wśród krzywych 
parametrycznych o C є (0,1). Kryterium wy-
boru powinny oczywiście stanowić wartości 
rzędnych poziomych w rejonie początko-
wym. Na rysunku 7 pokazano kształtowanie 
się rzędnych poziomych w rejonie począt-
kowym wybranych krzywych parametrycz-
nych.
	 Rampy przechyłkowe na krzywych przej-
ściowych z rysunku 7 pokazano na rysunku 
8. Jak widać, początek rampy na krzywych 
parametrycznych nie daje łagodnego przej-
ścia z prostej na krzywa przejściową; należy 
jednak dążyć do tego, żeby występująca na 
nich sytuacja była korzystniejsza niż na po-
czątku rampy prostoliniowej.  

Wybór najkorzystniejszego rozwiązania
	
Wybór postaci krzywej parametrycznej (tj. 
przyjęcie odpowiedniej wartości parame-
tru C) zależeć będzie od konkretnej sytuacji 
geometrycznej. Sprawą podstawową stanie 
się analiza wartości rzędnych poziomych w 
rejonie początkowym. W tablicy 2 podano 
wartości tych rzędnych na odcinku pierw-
szych 20 metrów przy różnych wartościach 
parametru C (dla danych liczbowych wyko-
rzystywanych w niniejszej pracy). Rzędne te 
są znacznie większe od podanych w tablicy 
1 rzędnych gładkich krzywych przejścio-
wych. Przydatne może się przy tym również 
okazać sporządzenie wykresów zależności 
y(C) dla wybranych punktów rejonu począt-
kowego.
	 Jak się wydaje, w rozpatrywanym przy-
padku najbardziej właściwe mogłoby się 
okazać zastosowanie krzywej parametrycz-
nej C = 0,5. Posiada ona już dosyć wyraźne 
(tylko dwa razy mniejsze niż parabola trze-
ciego stopnia) rzędne poziome w rejonie 
początkowym. Jednocześnie cechuje ją 
stosunkowo łagodne przejście z prostej na 
krzywą przejściową; pochodna krzywizny w 
punkcie początkowym stanowi jedynie 36 % 
wartości występującej na paraboli trzeciego 
stopnia.  

Podsumowanie
	
•	 Zakres stosowania gładkich krzywych 

przejściowych na drogach kolejowych 
jest, jak dotąd, bardzo ograniczony. Krzy-
we te znane są od dawna i posiadają sze-
reg bezspornych zalet; przede wszystkim 
cechują je mniejsze wartości oddziaływań 
dynamicznych. Niestety krzywe te mają 
jedną, zasadniczą wadę – bardzo małe 
wartości rzędnych poziomych w rejonie 
początkowym, w praktyce często niemoż-
liwe do realizacji i następnie utrzymania.
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5. Kształtowanie się rzędnych poziomych na długości parametrycznej
krzywej przejściowej (C = 0,25, C= 0,5 i C = 1,0) oraz paraboli

trzeciego stopnia i krzywej Blossa

6. Kształtowanie się rzędnych rampy przechyłkowej na długości parametrycznej
krzywej przejściowej (C = 1,0, C= 1,25 i C = 1,5) oraz paraboli

trzeciego stopnia

7. Kształtowanie się rzędnych poziomych wybranych krzywych
parametrycznych w rejonie początkowym
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•	 Podstawową przyczynę trudności wystę-
pujących w znanych postaciach gładkich 
krzywych przejściowych stanowi nad-
mierne wyłagodzenie krzywizny w ich 
rejonie początkowym. Należy zatem zna-
leźć nową postać krzywej przejściowej, 
rezygnując z warunku zerowania się po-
chodnej krzywizny w punkcie początko-
wym. Do tego celu wykorzystano metodę 
identyfikacji krzywizny za pomocą równań 
różniczkowych, uzyskując rodzinę para-
metrycznych krzywych przejściowych.

•	 Parametryczna krzywa przejściowa cha-
rakteryzuje się łagodnym przebiegiem 
krzywizny w rejonie wejścia w łuk kołowy 
oraz jej pewnym zaburzeniem w punkcie 
początkowym (mniejszym jednak niż w 
przypadku paraboli trzeciego stopnia). 
Przyjęcie odpowiedniej wartości para-
metru zależy od konkretnej sytuacji geo-
metrycznej i następuje w wyniku analizy 
wartości rzędnych poziomych w rejonie 
początkowym krzywej przejściowej. 
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8. Kształtowanie się rzędnych rampy przechyłkowej na wybranych krzywych
parametrycznych w rejonie początkowym 

Krzywa A lk [m] x = 5 m x = 10 m x = 15 m x = 20 m

C = 0,1 1,47544   103,281 0,06715 0,74299    3,17309    9,02992

C = 0,2 1,45185   101,630 0,10768 1,05838    4,20766  11,41184

C = 0,3 1,42941   100,059 0,14937 1,38197    5,26677  13,84473

C = 0,4 1,40833     98,583 0,19212 1,71307    6,34783  16,32205

C = 0,5 1,38889     97,222 0,23582 2,05062    7,44707  18,83441

C = 0,6 1,37143     96,000 0,28027 2,39303    8,55904  21,36863

C = 0,7 1,35641     94,949 0,32520 2,73807    9,67608  23,90646

C = 0,8 1,34444     94,111 0,37021 3,08258  10,78755  26,42272

C = 0,9 1,33636     93,545 0,41474 3,42211  11,87862  28,88280

C = 1,0 1,33333     93,333 0,45800 3,75046  12,92876  31,23907

Tab.2.  Wybrane wartości rzędnych poziomych y [mm]
dla różnych postaci krzywej parametrycznej
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